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La rigueur philosophique demande une démarche unifi
catrice, exigeante, et qui interdit de dégarnir les flancs ==
pour attaquer un seul probléme ou groupe de problémes. Cette
rigueur philosophique constitue sans doute un pesant fardeau;
elle ne connait pas de ménagements; elle se refuse & l'indo--
lence, aux raccourcis, aux solutions rapides de telle question
particuliere; elle impose une contrainte singuliérement lour-
de : la quéte consciencieuse, opinidtre, de l'exhaustivité.

Si le sectorialisme fait des ravages dans un domai-
ne du savoir c'est surtout en philosophie. La logique contem
poraine devient de plus en plus ramifiée, complexe, variée, se
dérobant de plus en plus aux tentatives de la connaitre dans
sa totalité d'une maniére approfondie. Le logicien-philoso--
phe doit, néanmoins, tout en s'attachant avec acharnement au.
labeur d'une recherche spécialisée, se livrer & une méditation
systématique et pousséc des principaux problémés métaphy siques,
ceux qui ont hanté notre civilisation depuis deux millénaires
et demi. ' ,

. Ceci est particuliérement vrai en ce qui concerne =
la fondation d'une nouvelle approche qui tranche sur certaines
conceptions habituglles. Une démarche qui (quoiqu'elle ait
de prestigieux précédents et qu'elle essaie de glaner.et sys
tématiser des intuitions profondes mises en évidence par plu-
sieurs philosophes depuis 1'Antiquité) comporte un caractére=
de nouveauté plus ou moins marqué se doit, en toute honnéteté,
non seulement d'apaiser des soucis qui pourraient surgir, con
cernant ses implications et répercussions pour des zones de
la réflexion philosophique dont l'auteur aurait pu détourner=
son regard , mais, en outre, de montrer sa propre fécondité =
pour aborder simultanément, sans trahir les principes qu'elle
se donne, un large éventail de problémes et paradoxes philoso
phiques de tout premier intérét. La seule garantie qu'une =
théorie philosophique peut arborer pour prouver gu'elle n'est
pas une solution ad hoc pour quelque probléme particulier ==
c'est de prouver son utilité pour expliquer d'une maniére sa-
tisfaisante des problémes aussi divers que possible, le tout=
selon une démarche uniforme. Car, en un sens, toute théorie,
philosophique ou non, est ad hoc. ' : :

: Ce qu'une théorie, quelle qu'elle soit, vise & réa-
liser c'est de surmonter certaines difficultés. La démarche=
d'un théoricien est toujours donc, en quelque sorte, celle
qui, de par la fécondité de certaines prémisses en conséquen-
ces épistémiquement souhaitables, conclut & la validité de =
ces prémisses. Cette démarche peut paraitre logiquement in-
soutenable et elle 1l'est, bien sir, dans la mesure ol elle se
situe sur le terrain exclusif d'un probléme particulier; elle
cesse, paradoxalement, d'étre illicite lorsqu'on s'éléve en
généralité, en richesse de contenu €t™ampleur de problémati--
que. Certes, la démarche, méme si elleféevient de ce fait =
plus plausible, n'est pas encore sfire, et elle a besoin d'une
Justification gnoséologique (cf. & ce sujet la Section III du
Livre III de cette étude). Ce n'est pas l'évidence de princi
pes isolés ce que le théoricien peut offrir, mais plutdt des
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principes, peut-8tre pas évidents du tout, dont découlent bien
des conclusions plausibles, dans des demaines aussi divers ==
que possible, et peu ou pas de résultats implausibles. Cette
maxime est, bien entendu, vague, car la plausibilité et 1'évi
dence sont’ changeantes et présentent des degrés et wspects in
finis. I1 n'emp&che que l'on peut obtenir des approximations
plus ou moins satisfaisantes de cette régle dans la pratique.
Et -nouScroyons nécessaire d'y insister- un des criteéres dune
bonne réussite dans l'application de la régle c'est 1l'absence
de sectionalisme. Si une théorie explique bien les paradoxes
sur le vague et le flou, mais ne donne sucune réponse aux pro
blémes de 1l'8tre, de l'ldentlte de la nature de la vérité, de
la formalisation de la logique inhérente 4 la langue naturel-
le, si, qui plus est, cette théorie-1la paralt bloquer certai-
nes solutions attrayantes dans ces autres terrains, alors la
théorie est globalement peu satisfaisante.

C'est pourquoil notre démarche aurcit dd constituer,
pour étre plelnement satisfaisante, une 1nvest1gu
tion globale de philosophia prima, synthctlsant plusieurs the<
matiques et les failsant converger dans un seul foyer, celul =
de la formalisation logique de la contradiction.

Mais & la réalisation d'un projet semblable s'oppo-
salent des considérations d'ordre pratique, ainsi que le res-
pect des habitudes consacrées concernant l'enVﬂrgure des tra-
vaux académiques. Dés lors, une grande partie des developpe—
ments initialement prevus ont été retranchés du texte ici pre
senté. Clest pourquoi, alors que les objectifs que nous arims
assignés & notre systéme de logique (cf. 1l'Introduction de ==
cette étude) sont au nombre de vingt sept, ce n'est que pour
certains d'entre eux que nous avons démontré, plus ou moins
exhaustivement, la fécondité du systéme A. Toutefois, dans
‘une mesure ou dans une autre, les arguments présentés dans la
Section IV du Livre I, ainsi que dans les Livres II et 111l ==
rendent plausible la croyance comme quoi la plupart de ces =
buts peuvent &tre atteints au moyen de A.
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Nous cléturerons cet vant -propos par quelques in-
formations que le lecteur pourrait éventuellement vouloir con
naiftre sur les motivations qui nous ont poussé & nous consa--
crer & cette étude. Notre dessein est,et a toujours été, ce-
lui de prolonger, par de nouveaux approfondls sement s, la Ebi—
losophia perennis au sens large, ainsi que celui de¢ synthetl—
ser, dans le cadre d'une logique contradictorielle, des véri-
tés mutuellement contradictoires dont divers penseurs et di-
verses écoles avaient eu 1l'intuition. Nous attacher & ce tra
vail a toujours été ~et demeure- le grand but de notre vie. =
Cette étude a été précédée par d'autres essals ol certaines =
des idées ici proposées avaient déja trouvé un premier exvosé
Mais dans ces essais 1'élaboration d'un systéme formel de lo-
gique contradictorielle restait & 1'état de projet. Ce ne ==
fut qu'en 1975 que nous aborddmes enfin, & 1'Université de ==
Lidge, cette tAche difficile mais 1mper1euse. Nous avons tra
vaillé pendant une quarantaine de mois dans la préparation et
rédaction de cette étude. Mais nous croyons devoir avertir =
le lecteur que les idées médullaires qui y sont contenues ==
avaient germé dans notre esprit depuils bien des années.

Si, finalement, cette étude -premiére étape dans =
ltaccomplissement de la téche que depuls longtemps nous nous
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étions assignée-~ voit le jour, nous le devons & tous ceux qui,
par leur enseignement, leurs écrits, leurs conseils, leurs ==
critiques, leurs encouragements chalereux, nous ont aidé dans
notre recherche. Notre principale dette est envers M. le Pro
fesseur Paul Gochet. Il n'est pas facile, en effet, d'énumé-
rer tous les apports que nous devons au Professeur Gochet. ==
Cette liste n'entend pas 8tre compléte : ‘1l nous a permis ==
d'approfondir la connaissance de beaucoup d'aspectsde logique
formelle; il a suscité en nous un intérét accru pour le pro-
bleme de 1la system tisation de la logique du langage naturel;
avec sa persévérance et par l'exemple de ses propres recher——
ches, il a contribué a dissiper en nous des nuages de scepti-
cisme passagers concernant précisément cette méme systématisa
tion; il nous a aidé & mieux comprendre 1l'oeuvre de Quine -en
vers laquelle nous parteglons dés le début un pareil intérét=
et dont notre propre pensée philosophique rejoint la tendance
extensionaliste et holiste-; il nous a mis sur la voie de la
construction 'd'un modéle pour notre systéme de logique. "  Ses
recherches sur le principe de non- contradlctlon nous ont. été
aussi d'un grand secours. : :

Nous tenons a4 exprimer notre gratltude envers les
deux autres membres de notre comlte de thése, MM. Franz Crahay
Hubert Hubien. .

Nous voulons remercier effusivement ii. le Professeur
Newton C.i. da Costa, de 1'Université de Sao Paulo, un des ==
fondateurs de la logique paraconsistante, & qui nous sommes
redevable, non seulement de tout ce que nous avons appris ==
dans ses travaux publiés, mais aussi de secs nombreux consell
orientations et .remarques.

Des informations et commentalres utiles pour I'orien
tation de notre étude nous ont été aussi communiqués par Mme
le Professeur Ayda Arruda, de 1'Université de Campinas, par =
le R.P. Dominique Dubarle O.P., de 1'Institut Cathollque de =
Paris, par le Professeur P.K. Schotch, de la Dalhousie Univer
51ty de Canada, par le Professeur Jerzy Kotas, de 1'Universi-
té de Torum, par le Professeur Tadeusz Kublnskl, de 1'Univer-
sité de Wroclaw par le Professeur Richard Routley , de 1'Uni
versité Nationale Australienne; par M. Diego Marconi,. de 1'Uni
versité de Turln ‘par Mme le ProfesseurMarlon L. Kuntz prési
dente du Uepartement de Langues Etrangéres de Georgia State =
University et par M. le Professeur Paul G. Kuntz de 1'Emory

i

Unlver51ty

re e ahe
2K RO

M.
N

ste ste o L e
P MR LR

Les ouvrages et travaux cités dans cette étude sont
énumérés dans une liste que l'on trouvera & la fin. Le code
de citation est le suivant : chaque reference est constituée=
par une lettre capltale et un numéro réunis par deux points.=
La lettre fait référence & 1l'initiale de l'auteur de 1'oeuvre
(de celuil dont le nom vient en téte, s'il y en a plusieurs).=
Nous avons 'pu, par .ce biais, epargner au lecteur les notes en
bas de page, qui sont si genantes et distraient l'attention.

Outremeuse, le 27 janvier 1979
(Féte de saint Jean Chrysostome)
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: Tout au long de ces derniéres décennies, la nécessi-
té d'un renouveau en philosophie de la logique s'est fait sen
tir d'une maniére de plus en plus intense, en méme temps que=
se développaient, avec une vigueur sans cesse croissante les.
recherches visant & la constitution de nouvelles logiques for
melles. Mais ce n'est que ces toutes derniéres .années = que
1'importance et l'applicabilité effective aux domaines les ol
divers de l'investigation d'un large éventail de logiques non
classiques ont commencé & &tre reconnues en dehors des cercle

consacrés a cultiver ces nouvelles logiques. .- .

Un des facteurs qui ont contribué le plus & ce re
gain d'intérét pour les logiques nouvelles. residc - dans ==
les difficultés internes ol se . trouve la logique c¢lassique =
et au souhait de bien des logiciens et mathématiciens de s'ar:
racher & cette situation pénible. Cet état de choses a 8td
acerbement, mais exactement, mis en évidence par le professeur
Richard Routley, de 1'Université Nationale Australienne (dans
R:7, chap. I). Pour pouvoir justifier l'application d'une ==
régle d'inférence comme MP' (Modus ‘Poneng) & .une théorie T ==
classique -i.e. telle que ses vérités de logique sont touteés=
et seules les vérités de la_logique sententielle et quantifi-
cationnelle classique-, il faut, au préalable, &8tre sir que T
est simplement consistante (car une théorie non triviale peut
étre classique et, tout & la fois, simplement inconsistante,=
seulement si elle ne posséde pas MP comme régle d!inférence =
et probablement non plus d'adjonction, de simplification,d'ad
dition etc.). Or, si T est une théorie suffisamment forte ==
pour contenir l'arithmétique, alors chaque fonction récursive
y sera représentable. D&s lors, les résultats de la preuve =
de Godel lui- seront applicables : la consistance de T ne sera
pojnt -démontrable dans T, mais dans une théorie T' plus forte
et plus.suspecte, dont-la. consistance ne -peyt étre prouvée =
que dans une autre théorie’'T", ehcore plus :forte et encore =
plus suspecte, et ainsi de suite. Et'l'auteur de concluré :
'Accordingly, too, use of classical logic in formulating such
theories cahhot be justified'. - o

A notre avis, la situation est encore pire pour tous
ceux qui se cramponnent & une logique pour laquelle les théo-
rémes de Godel et Tarski .sont valides, & ‘savoir : lorsqu'ils=
disent qu'aucune théorie ne peut parler d'elle-méme, que toue
“‘théorie suffisamment riche est incompléte, dans quelle langue

-.ou dans le cadre de quelle théorie sont formulés .ces énoncés=

qu'ils avanaent? Car ils sont clairément auto-référentiels;==
‘et, apparemment du moins, ils sont formulés dans une langue =
compleéte, puisque cette langue parle de la classe .de toutes =
les vérités. (Si quelqu'un dit : 'aucune langue ne peut ex-
primer toutes les vérités', il est en train de parler de toutes
les vérités, y compris les mathématiques, dans une langue qu¥
doit étre assez riche pour contenir ltarithmétique et pouvoir
ainsi étre une métalangue viable de.toutes les langues, y
compris d'elle-méme, ce qui, de toute facon, sera impossible,
de par le théoréme de Tarski). Ainsi donc, si les résultats=
de Tarski et GBdel sont vrais, ils sont inexprimables et ==
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ineffables. Et cette méme affirmation que nous venons de
faire serait vraie, mais ineffable, et, & la prendre telle ==
quelle, elle serait un non-sens. Autant peut-on dire de cette
derniére affirmation. Et encore de cette derniére. Et ainsi
de suite, etc., etc. La situation ou l'on débouche est typi-
quement tractarienne. Mais Wittgensteir s'aperqut de 1t'in~-
soutenabilité de sa situation, voulut la reconnaitre : seule-
ment, dans sa mystique, il crut que le message était largue,
tenalt bon au-deld méme de 1l'ineffabilité et de l'absurdité =
des phrases qui entendaient le véhiculer. Cet irrationalisme
extréme ne sera épousé€ volontiers que par une fraction exigué
des partisans de la logique classique. Mais tous les autres=
‘auraient tort de se calfeutrer dans une ignorance délibérée =
de la situation ol 'ils se trouvent, car ce ne serait que la
politique de l'autruche.

~ Pour notre part, nous nous- sommes éttaché au travail
de construire. une loglque nouvelle qui pOt 8&tre, & un certain
‘nombre d'égards, plus satisfaisante que’ dlautres jusqu'lici =
proposées. Le fruit de ce travail est exposé dans cette étule.
I1 stagit du systéme. A, systéme dé logiqué contradictorielle=
qui se compose de trois .parts : un systéme de logique senten-
tielle As; un :systéme de' logique quantificationnelle de pre-—
mier ora?e » KQ; et une theorle des ensembles; An.

o000 000 000 000 oo

\ Nous voulons, avant de poursuivre, enoncer quelques—
p01n*s termlnologlques, et 1nd1quer quelques verltes qu1 ‘e
découlent. - -

; Une antlnomle est une'iormule du type "p Np" ‘0&7 =
égatlon.

Une contradiction’ est une- formule dont la negatlon =
fest un theoreme de logique. B s Sucteur de wegetvon’ N ;

[:4 vo.\a pur‘
: ‘Dinconsistanée” simpleVd'une théorie est le fait que=
celle-ci contienne-une “formule: Pcumx\QAL“Np - comme theses.

.~ .+ Un paradoxe .est’ le fait qu'une théorie affectée =
d'une inconsistance simple soit -ou paralsse 8tre-~ vraie.

' La saturation ou incon51stance absclue d'une +béor1e
est lc fait que chague fbf (formulp blen formée) de 1adite‘ =
théorle en soit une thése. . . ,

n.:

Une absurdité -vis-a-vis d'une théorie< est une for—
mule dont' on- puisse déduire, dansila’ théorie,; ntimporte quelle
fof. .

Una quasi-absurdité ést une - formule telle que
81 elle était une thése de logique, on en pourralt déduire, =
dans la theorle, n'lmporte quelle fbf,- :

~ . . Une aporie est une formule. (ou une., plurallte de for-
mules)gqul est (sont) prouvable(s) dans une théorie, et & par
tir de laquelle (desquelles) chaque fbf peut 8tre déduite; on
appelle aussi taporie' un raisonnement ayant pour conclu81on—
1a presence dans une théorie d'une de ces formules. ‘

o Une théorie est saturee, absolument inconsistante ou
‘surcompléte ssi. (si, et~ ‘seulement 51) chaque fbof en est= .
-une these. ‘ '
IR Une theorle est aporethue ssi e]le contlent une apof
rie. ' - . : Lo S S .




Une theorie est non saturée, absolument consistante
ou non surcomplete ssi elle n'est pas saturée.

Une théorie est qnaporetnque sei elle n'est pas apo-

rétique. . : . :

‘Une théorie est triviale ssi elle contient une absur
dité. ' N , ' AR '
' Une théorie e¢st antinomique ssi elle contient une an
tinomie. ' )

Une théorie est quasi-triviale ssi elle contient une
quasi-absurdite. e

Une théorie est contradictoire: dsi elle contient une
contradiction. ‘ e e

Une théorie est simplement inconsistante. ssi elle ==

est >"~\p\¢.m¢~\\' wu.o“;.,\'cu\’\". pov Yopport & q\.uﬁqm.\ .,\aw.*:mv M.x wzq«\'\m\.

L Une théorie est paradoxale 551 elle contlent des pa-
radoxes.

‘Une théorie est 51mplement con31stante 551 e]le n'e$
pas 51mplement 1ncon31stante.,“ ,

f

Une ‘théorie est" contradlctorlelle 551 elle est antl—
nomique" et simplement 1ncon51stante en méme temps.

Une théorieTest paracon51stante ssi elle a des exten
sions qui sont, soit antinomiques, soit 51mplement 1ncon51s--
tantes pov. \ro.gpoﬁ [ NE VAN ${9n¢,\'euv de vxzqc-\nov\ dtz.T- ,

Une théorie est surconsistante ssi elle est abSélu—~
ment con31stdnte et elle ntest pas paracon51stante.

<

- “Une théorie, ‘est ‘cdhérenté 551 elle n'ESt n1 aporetl
que,’ n1 ‘triviale, 'ni quasi- tr1v1ale."

. . Voici quelques vérités gui déecoulent-de ces déf1n1
tions {wou cou&\g\&yo»\s &w\,le.w\e_-\\ Aes c\( s\'ew\z; so“\c_nqq\» an \,.,,‘\u_“,g t que g ptp &‘
sthp estun Rorime q :

Chaque thcorle tr1v1ale est sutur(e_(l.e. surcomplem
ou absolument inconsistante), & Yu«\»mtu-«vw«\

. Chaque theorle ap@rethue est. Saturee, et re01proque
ment. . - Gmn, wry ol wesyy ;
B Chaque theorle aporet1que

‘ cst tr1v1ale.¥~ . S

Une théorie est 51mplement 1ncon51stante ssi elle
est paradoxale._

. L N
. Chagué theorle contradlct01re est 31mplement incon--
gistante.

Aucune théorie coherente n'est saturee.

Toute theorle antlnomlque ayant ie pr1n01pe de non-=-
contradlctlon comme thése' logique est contradictoire. /

Toute théorie antinomique ayant la régle de 31mp11f1

caflen est s;mplement 1ncon81stanbe (et partant au851 contra-
dlctorlelle) ; :

d Chaque systeme de loglque s1mplement 1ncon31stant =

est contradictoire (mais. pas forcément contradictoriel).

: . 11 peut y avoir-des:systémes de logloue antlnomlques
qui ne sodient pas contradlct01res.- C

Voici ‘encore d'autres deflnitions. Par 'systeme syn
taxiquement.fermél nous entendons un systéme tel que la ==

- -a"s“‘
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classe de ses fbf est décidable (i.e. il y a un procédé £bf
effectif pour déterminer qu'une inscription est une Hf
de la théorie et 11 y a aussi un procédé effectif pour déter
miner qu'une inscription n'en est pas une fbf. Une théorie=
est béante ssi elle n'est pas syntaxiquement fermée.

1CSC! est une abréviation de 'Calcul Sententiel =
Classique', i.e. la partie purement sententielle de la lugi-—-
que classique. .

Par logique classique nous entendons un systéme =
syntaxiquement fermé dont la classe des théorémes coincide=
avec celle de ML (Mathematlcal Logic) de Quine ~hormis les
chapitres consacrés a la théorie’ des ensembles- et gqui, si =
elle admet des constantes. individuelles primitives, permet =
:l'appllcatlon 4 ces constantes des régles UI (instantiation=
universelle) et EG (généralisation existentielle). (En ce =
sens, ‘la logique libre n'est pas une logique classique, méme
si elle constitue le cas ou la divergence d'avec la logique=
cla551quc est le moins marqué .

'RC! est‘l'abreVLatlon de 'refus de-la contradic--
tion'. Il ne s'agit pas d'une thése ou uneeffirmation, mais
de la décision de la plupart des philosophes actuels -et =
aussi de beaucoup de logiciens- de ne pas accepter des con-=
tradictions ou des inconsistances simples.

: Un autre terme dont on fait dans cette étude un em
~ploi .- technique -différent c'ailleurs, et il faut le soullg
ner pour €viter toute confusion, de celui gu'en fait Quine =
dans ML~ c'est 'élément' : un. ¢élément est une chose qui ==

n'est pas absolument existante, c'est-a-dire une chose qui,=
3 certalns égards du moins, est, peu ou prou; irréelle.

Au lieu de l'anglicisme de mauvais aloi 'fuzzifica-
tiont, dont l'emploi est & déplorer mais qui figure, hélas!,=
dans certains livres, nous employons, au sens de 'action ou
effet de rendre flou', aussi bien 12 mot authentiquement ==
frangais 'estompage', qui a, tres précisément ce sens-1a,
qué le néologisme 'flavification’, que nous avons forgé surs
la base du latln 'flauus?, d'ol provient 'flou! par dériva--
tion vulgeire. : : ’ : :

. Signalons, par parenthese que notre emploi fré---
queént de néologismes n'est, nullemant dd & un quelconque ==
irrespect envers la pureté de 1la langue frangaise. Au con--
traire : nous croyons que seulement en .enrichissant la lan--
gue phllosophlque des mots dont elle a besoin pour exprimér=
une pensée nuancée peut on éviter l'envahissement de barba--
rismes malsonnants. Le recours aux néologismes est légitime
s'ils sont conformes au genie de la langue, formés selon des
patrons utilisés préalablement et spontanément pour constitu
er d'autres mots (surtout par le biais des procédés de déri-
vation), ou bien si la source de l'empruntest la langue-mére,
dans notre cas le latin. Ainsi, p.ex., 'sententiel',.que ==
nous employons, n'est point un anglicisme mais un emprun% =
au latin ‘sententlalls' mot qui figure dans ureoceuvre attri
buée & Cassius, correSpondant de Cicéron, et chez Saint Isi-
dore; 'sententia', au ses de hrase, se trouve déja chez. Ci-
céron, qui, dit”quelque part : e singulis ' sententiis dispu-
tare7 -commenter chaque phrase (d'une lettre)-.

Fermée la parenthése, poursuivons l'énumération =
des p01ns termlnologlques. Nous ne f“lSOHS pas de distinc--

- 'l" 7’
- :}‘ .
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tion systématique entre 'phrase! et 'énoncé'. Ce dernier ma
n'a donc pas, dans cette ¢tude, le sens technique de 1'anghis
'statement', que les oxonlens et d'autres ont érigé en sup
port de la vérité.. a distinction," sur laquelle ces phlloso
~phes insistent, entre 'sentence* et 'statement! (sauf peut--
étre si par 'st itement ! on entend un acte de parole) nous pa

rait d'un moindre intérét, si ce ntest & propos des phrases=
comportant des déictigues.ou d'autres expressions dont le =
sens est variable selon le contexte d'¢locution. Or, de ces
contextes-1a on ne tlenara pas compte dans cette étude. Dans
certains cas, néanmoins, si le contexte le démande (p.ex.,si
nous commentons les conceptlons logiques de Strawson nouss=
dlstlnguerons soigneusement entre une phrase et un enonce
et alors 'énoncé' serg bien la traductlon de 'statement'! ==
(traductlon contestable, certes, pulsqu‘on 2 dit que 'non- ~a8s
serted statement! est un expression’ contrad10t01re, alors =
‘que 'énoncé. non asserté'! ne semble pas l'étre; 'déclaration!
serait aussi un candidat, mais il serait- saugrenu de dire ==
que les supports de la vérité: ce sont.des dccldratlons)

il

. 'Cla881c1ste' veut dlre”i”personne qui professe 1a
logique classique comme seule logique.vraie (ou valide, ou =
utile) et qui, par surcroit, considére que, si l'on doit ad-

mettre des extensions de cette loglque, ‘ces extensions ne =

doivent pas se faire dans le domaine’ des opérateurs vcrlfonc“'

tionnels, mais ailleurs (dans des sphéres intensionnelles) .=

Autrement dit : le classicisté soutient que “la’ logique clas-i"

51que epulse ‘la classe des. opérateurs verlfonctlonnels.

~'Dignoscitif'! s'applique & tout mode de pensee qul
s'en tient au RC, ci- dessus défini. . - S

"Une distinction termlnologlque est falte entre ,le
principe de non- contradiction et .Xa loi de’ contradiction (et
Similairement entre le pr1n01pe et la 1oi de tiers exclu).
Dans chaque cas, le principe ‘est .- un théoréme du calcul
sententiel, la 161 étant le résultat de préfixer le pr1n01pe
d'un quantlflcateur universel (14 loi est un théoréme du cal
cul quantlflcatlonnel de premler ordre) .

Encore une mise’aw polnt i Sl, dans une citation.

quelconque, on trouve qoullpne quelque mot -ou suite de motsf

c'est bien l'auteur'du -texte. auquel la c;tat1on est emprun--f
tée qui 1l'a soullgnc, Jamals nouu-meme. :

00 0. ooab's . oo . iw.idoo0o .  ooo

Une grande partle de cette etude est consacree a =

l'examen de paradoxes.  Les paradoxes, les antinomies, Jail—

lissent partout, peuplent les’ plus dlvers domaines du savar
et envahissent toute l’expérlence_humalne. Nous étudierons=
des parado es 1ogiques et sémantidques, ainsi que des parado-.
xes 1iés a la thcorie de la connaissance et & l'ontologie. =
Nous serons amené a constater, dans la plupart. des cas, que
la seule-attitude rationnelle face aux paradoxes clest d'en=

reconnaitre la vérité : ce n'est pas nous gui tombons dans = .

la contradiction, c'est le réel qui est contradictoire, quis=
est comme il n'est pas, ou qui n'est pas comme il est. Car-
nap a énoncé comme sui le comportement qu'on d01t avoir face
4 la découverte d'une contradiction. (C:13, pp. 135-6) :

... logical paradoxes are characterized by the fact that
there are two methods of reasoning, which, although ==

i




both plausible and in accordance with customary ways.of

* thinking, lead to contradictory concluwsiyns. Any solu-
tion of an antinomy, that is, the elimination of the =
contradiction, consists, therefore, in making suitable=
changes in the reasoning procedure; at least one of its
assumptions or rules must, in spite of its plausibility,
be abolished or reéstricted in-such a way that it is no
longer possible to reach the two incompatible conclu---
sions. Sometimes a .certain form of inference is aboli-
shed or restricted. ... Sometimes several different +=
ways for solving a given antinomy are found. It is a =
metter of theoretical investigation to discover the con
sequences to which each of the solutions leads and, es-
pecially, what sacrifices of customary and'plausible =
ways of expression or deduction each of them entails. =
But which of the solutions we choose for the construc--
tion of a language system is ultimately a matter of ==
practical decision, influenced, of course, by the re.
sults of theoretical 1nvest15atlon.

Cette opinion-attire deux commentaires critiques.=
Premiérement, la meilleure et plus simple "solution" & une
antinomie c'est d'en reconnaitre la vérité, .d'accepter que =
le réel contient des verités incompatibles (donc, par la ==
régle dradjonction, des vérités auto- 1ncompat1bles) clest=
- le.cas chaque fois que, comme 1l'indique Carnap, 1f ntln mie=
. est effectivement engendrée par deux méthodes de raisonnemert
plausibles. En effet, s'il en est ainsi, la conclusion est=
plausible, i.e. on doit admettre que le réel est antinomique
ou contradictoire; nous .devons l'admettre, tout au moins, ==
tant qu'une acceptation de l'antinomie ne s'est pas avérée
impossible ou désastreuse. Carnap, gratuitement, tient pour=
assuré que l'acceptation d'une antinomie est désastreuse.
Ceux qui pdrtagent cette erreur se sont-ils jamais attachés
a la recherche d'une logique satisfaisante dans laquelle =
1l'antinomie puisse étre admise sans provoquer la saturation=
d'une théorie? Et, s'ils ne l'ont pas fait, n'est-ce pas ==
vrai que leur démarche est insouciante et téméraire? Peut--
on, alldgrement, écarter la solution la plus sensée, la plus
simple, la plus intuitivement plausible, & savoir l'accepta-
tion d'une contradiction obtenue & partir de deux méthodes=
de raisonnement conformes & nos fagons habituelles de penser

D'autant que, en admettant la contradiction, on peut norma-
lement éviter les sacrifices douloureux auxquels Carnap sem-
ble ‘condamner notre entendement. Sa conception, héroique et
tragique, c'est que, puisque sacrifice il faut, on n'a que =
le choix d'un sacrifice plutdt que d'un. autre. Si une logi-
que contradictorielle est possible, ol rien ne soit abandon-
‘né de nos moyens habituels. d'expression et de raisonnement,
‘mais ou beaucoup soit ajouté, alors on peut sortir .de 1’1m--
passe apparente sans aucun sacrifice et avec un gain. énorme.

il

It

Notre: deuxiéme commentaire prolonge ces considéra-
tions. "~ S5'il'y a une solution qui soit la reconnaissance de
la vérité des choses telles qu'elles se présentent, moyennart
"1l'enrichissement de nos procédés de raisonnement - et du do-
-maine de nos expressions, alors la question de choisir entre
les solutions alternatives possibles cesse de se poser effec
tivement comme question pratique, comme Quelque' chose dont =
on doive décider par un acte de volonté, et devient une ques
‘tion purement thcorlque, de conviction. Car cette solution-

'
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14 est, démontrablement, meilleure que toute autre, puisqu'=
elle est conforme & des principes épistémologiques fort plau
sibles, en ‘tout cas beaucoup plus plausibles que ceux qui ==
peuvent conduire aux sacrifices douloureux qu'on a pu éparg-
ner par l'acceptation de la contradiction. Le seul "sacri-
fice" qu'on doive consentir dans ce cas c'est celui du pré—
jugé selon lequel 1& contradiction entraine forcément la ===
trivialité, préjugé blémable, & tout le moins depuis que ==
les travaux de Lukasiewicz et Vasil'ev au début du XX€ sié—
cle indiquérent la possibilité de nier le principe de non--—
contradiction -si tant est qutun préjugé pareil ait jamais =
pu étre excusable-. Le préjugé est, de nos jours, extréme--
ment répréhensible, aprés les brillants travaux de da Costa,
Arruda, Ottaviano, Raggio, aAlves, au Brésil; Jaskowski, Ko--
tas, Dubikajtis, en Pologne; Routley, en australie, etc. ==
Tous ces travaux prouvent, d'une maniére concluante, la pos-
sibilité de théories contradictoires non triviales.
ocoo . ooo0 ooo o000l nq&g‘é

- Le systéme de logique présenté dans cette étide =
-¢laboré indépendamment de tous ceux auxquels on vient . de
faire allusion- est un systéme anaporétique, donc non tri---.
vial, mais simplement inconsistant et antinomique en méme .&°

temps, c'est-a-dire contradictoriel..

L'élaboration de ce systéme obéit a une puissante=-
motivation philosophique. Ce gqui nous a guidé dans cette =
entreprise c'est le dessein d! -entériner un systéme philoso—
phique particulier, dans la ‘construction duquel s'inscrivent
les analyses présentées dans cette étude.’ Ce systéme, qu'on
pourrait appeler 'ontophantique', est caractérisé par les =
trois traits suivants : e R . -

T.1) Réaliﬁme'gbgglg : ‘tout ce gui peut &tre pensé est, =
en quelque sgrte du moins, vrai; i.e. il .y a un corrélat ré

ellement existant et en soi -dont l'existence ne se. réduit =

point & étre pensé ou,diteidé chaque acte mental.

2) Rationalisme absolu : tout-le, réel.est inteliigible}ié j

transparent a la raison;- .Ses structures ét articulations =
sont conformes aux réquisits de la raison, aux lois de la lo
gique et & ce principe régulatif fondamental de la pensée ra .
tionnelle qu'est le principe de raison suffisante. Dés lorsg
toute vérité peut &tre linguistiquement exprimée. R

7 3) Formalisme gbsolu : ‘ron 'sSeulement tout discours est
formalisable, mais, qui plus'est, il y a un systéme. formel =
-méme s'il est béant, donc-pas intégralement explicitable- =
-auquel tout discours est traduisible. . - . .

Nous croyons montrer suffisamment qu'une“défense @
~tes trois principes ne peut 8tre faite sans 1'admission de'=
~14 thése de la contradictorialité du réel. - . ' ‘

‘L'élaboration d'un systéme de logique formelle non
classique, une fois que 1'idée en est devenue courante, est,
~en effet, une affaire qui demande peu de frais intellectuels
"Il n'en va point de méme lorsqu'on veut obtenir une logique=
pusssdant des caractéristiques particuliéres qui la rendent=
capable d'accomplir, simultanément, un certain nombre de ta-
ches. Une logique est d'autant plus satisfaisante que le =
nombre et la variété de ses tiches est plus vaste. Outre la
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formalisation de la plupart des raisonnements habituels, la=
tdche que nous demandons d'accomplir au systéme A (i.e. au =
tout constitu¢ par As, AQ et Am) c'est, comme nous venons de
le dire, l'ent€r1nement_a’une phllosophle ontophant ique. On
peut préciser une série de téches partlculleres qui compo---
sent cette grande téche générale

J.- Contenir comme sous-systémes propres, en premier =
lieu et avant tout, le CSC, sous une certaine traduction, =
mais aussi des traductlons du plus grand nombre possible de
logiques non classiques, se conformant par 1a a un postulat—
gnosc?loglque de coherence maximale (ou de maximalité cohe--
rente ‘

7 - Prévenir les agovied logiques et sémantigues ==
sans avoir recours & des prccédés de dénivellation.

3.- Demeurer dans le cadre d'une logique de premier or-
dre et garder, dans leur intégralité les régles UI, UG et
EG, sans faire de distinctions, & cet ¢gard, entre noms pro-
prebet descriptions définies.

4.~ Fonder l'arithmétique sur un calcul contradictoriel,
gardant ainsi l'acquis des théories des ensembles classiques

5.- Réduire au strict minimum 1l'engagement id7ologique=
explicite (au sens de Quine) -nous le re¢duirons, en fait, a
deux seuls prédicats : l'appartenance, d'un c6té, un prédi--
cat doxasthue 'croit que', d'autre part-. ‘

- Expllquer les paradoxes de 1tidentité, conciliant =
1'identité avec la différence (ce en vertu de la validité de
la thése 'Ux,yN(xIy)', donc aussi de 'Ux,yN(xIIy)'); et, en
particulier, expliquer les paradoxes de l'identité a travers
le temps, les processus de fission et de fu51on.

7.- Expliquer les paradoxes de .la substituabilité des =
1dent1ques permettant’ la définition d'une multiplicité -in-
finie- de relatwons différentes les unes des autres, d'iden-

a4

tité, ‘qui soient aussi différentes de la mémet¢ pdrfalte.

: 8.~ Permettre la défense d'une version aussi forte ques=
possible du principe d'extensionalité, comportant notamments=
1la substituabilité des identiques- (strlcts dans tous les =
contextes, ce qui entraine l'abattement, a cet €gard, de la
frontiére entre les contextes extensionnels ou transparents=
et les contextes intensionnels ou opaques.

.- Fournir un principe universellement valide d'indivi
duat;on conforme & la loi d'identité ‘des indiscernables mais
qui en soit indépendant, tout en se passant d!un. ‘recours ==
quelconque & des substrats ou des hech1t€s

10.- Offrir une solution adéquate au probléme du réfé--
‘rent des phrases fausses.

11.- Entériner quelque version de la régle de générali—
sation existentielle dans les contextes doxasthues appli--
quée aux propositions, et ce sans aller au-deld d'une logi--
que & un seul type de variables liéces.

.12.- Permettre une solution du probléme des choses = -

inexistantes et, de ce fait, fournir un cadre adéquat RS
traitement . loglque de la fiction. , .
13. -~ Entcrlner une certaine ver51on de la thése d'Eu-—

thydéme sur l'omniscience générale.
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' 1lh4.- Entériner la thése de l'ex1stence d'une multiplici-
té infinie de degrés de vérité, chére aux philosophes cohé--

rentialistes et, ce faisant, resoudre d'une maniére satisfai
sante les paradoxes du flou (et, par ce biais, constituer ==
une theorie des ensembles flous$

15.- Rendre logiquement valide 1l'identification de ‘7=
1t8tre et de la: vérité (le dicton scolastique 'ens et uerum=
conuertuntur!'). .

16.- Entériner 1l'identification de chague ¢étant avec sa
propre existence (i.e. avec le fait qu'il existe dans une me
sure donnée pour chaque €égard du réel), atteignant par 1la le
double but de formuler une idée claire de ce qu'est l'exis--
tence (idée conforme, du reste, a4 celle que Kant formule ==
dans le Beweisgrund de 1763, llexistence étant le prédicat
ou propriété dont™ lL fonctlon caracterjsthue est une trans-
formation nulle, i.e. une fonction qui envoie chaque argumert
sur lui-méme, ce qui est possible de (15) ci-dessus)

17.- Entériner la thése du continuum conceptuel ou en--—
sembliste, theése qui veut que la différence entre un_ensemble
et n'importe quel sous-ensemble de son. complement s0it une =
simple distinction de degre en sorte qu'il n'y .ait point de
rupture ou de discrétion separant deux ensembles quelconques
et que chaque chose posséde, dans une mesure ou dans une ==
autre, toutes les propriétés possédées par n'importe-quelle=
autre chose. Par ce principe de continuité on peut valider= .
une certaine version du monisme éléatique, le principe leib- .
nizien de contihuité, la conception de Nicolas de Cuse . de
1tinclusion dans chaque chose de toutes les autres choses ' =
avec leurs propriétés, et la these de Splnoza comme quoi ==
deux substances partageant une méme proprlete doivent parta-
ger toutes leurs propriétés.

18, Sauvegarder le principe d‘univocité,de 1'étre (ou,=
ce qui revient au méme, d'unicité catégorielle) et, par sui-
te, la non relativité de 1l'identité. S

19.- Sauvegarder l'image du monde du réalisme naif et =
répondre aux critiques idéalistes (de Berkeley, p.ex.) et ré
alistes. Lrnthues (de Rus ell) qui affirment 1’1nsoutenab111<
t¢é de cette image du monde a cause des contradlctlons qu' ==
elle entraine.

20.- Eviter la validité de la formule 'Ux, y (xDDy+.yDDx)
qui hiérarchiserait linecairement toutes les choses, rendant=
l'ensemble des choses totalement ordonné par une relation de
préséance existentielle (ce qui serait incompat ible, -entre =
autres, avec la theése Jeffersonlenne de 1'égalité ou parité=
de tous les hommes, dont une formulation convaincante pour--
rait étre ‘Ux,y(xhom.yhomQ.ypxC. xky) ', la parité étant ainsi
congue comme la nécessaire absence de superlorlte absolue ==
d'un homme par rapport a un autre). :

. 7l.- Permettre .la constructlon d'une logique modale ==
dans laguelle cette formule soit valide : "poss(p )DJp” -6
tout ce qui peut étre vrai se trouve en fait étre vrai, é
tout le moins dans une certaine mesure et & certains gards
et ce tout en bloguant la validité de cette autre formule
"poss(p)Dp", qui Danaliserait la logique modale. Ceci per-
met de resoudre, d'une maniére satisfaisante, les paradoxes=,
soulevés par Quine et Rescher concernant-les possibles ==
irréels.
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7.~ Servir de base a4 un traitement contradictoriel deg-

problémes du mouvement et du continu (ce qui’ comprend, entre’
‘autres, les paradoxes de Zénon), si bien que, au cas ol les=

tentatlves faites pour résoudre ces difficultés sans admet--
trée la contradiction s'averaient illusoires, une solution ==
contradictorielle de rechange pourrait étre trouvée.

3.~ Pouvoir constituer une logiqgue sous-jacente d'une
formalisation de deux dialogues platoniciens : le Parménide
et le Sophiste, entérinant la validité de la plupart des ar-
guments qui constituent la trame de ces deux dialogues.

2L .~ Servir aussi de base & d'éventuelles formalisatiors
ultérieures d'autres conceptions philosophiques ayant défen-

~du la coincidentia oppositorum, celles, p.ex., d'Heraclite,=

de Plotin, de Proclus, du Corpus Dlony51anum, d'Enésidéme,

du courant hermptloue, de Marius Victorinus Afer, de Scot =
Erigéne, du Cardinal Nicolas de Cuse, de Robert Fludd de Ja
cob Boehme de Giordano Bruno, d'une’ certaine phase de la ==
pensée de uchell1ng, de Hegel de Stephane Lupasco- et d'une

certaine version du marxisme.

5.~ Permettre le développement de theses scientifiques

“contenant certaines formules et leurs negations (p.ex. affir

mant le caractére corpusculalre de la lumiére et aussi niant
ce caracteére).

76.- Permettre la construction -de logiques deonthues =
qul admettent le conflit des deveirs.

“7.- Rendre raison de nombreux phénoméhes dans la logi—
que Sous-jacente de la langue naturelle qui n'avaient pas .pu
8tre traités d'une maniére satisfaisante en abordant cette =
questlon sous l'angle de la logique classique. Ce point pew

‘€tre décomposé comme sSuit (en nous bornant & considérer ==

quelques faits majeurs) :

{1) rendre raison de l'existence -peut-8tre pré.—
‘'pondérante dans certaines langues et certains usages =
linguistiques- des phrases non verbales & 51gn1f1catlon
existentielle;

(ii) Lormallser les modlflcateurs alethlques en--=-

chissés - & l'intérieur des phrases (tels que : 'un peu!,
'trés', ‘'assez!, 'considcrablement', tout 4 fait!', ===
'pour ainsi dire', 'absolument', '4 certains bgards'etd

comme des ioncteurs sententiels monadlques ce qu1 per-
met un traitement vérifonctionnel;

(iii) formaliser les constructions comparatlves ==
comme fonctions de vérité dyadiques, et les construc---
~tions superlatives comme des descrlpteurs contenant des
négations de quantifications ex1stent1elles de construc
tions comparatives.

(iv)" accorder a chaque adJectlf eplthete un emploi
catégorématique possible (dans la terminologie de Quine)
-un emploi comme 'standard modifier' dans celle de Par-
sons-, évitant ainsi -entre autres inconvénients- 1l'in-
flatlon des sens alternatifs d'un grand nombre de ces =
adjectifs;

(v) eldrglr autant que p0881ble le champ d'appll—
cation du principe de délétion ou de retranchement;

(vi) autoriser et expliquer 1tadicité variable des
verbes transitifs en francais et dans d'autres langues.
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Le professeur da Costa indique (dans C:?7) qu'une
logique paraconsistante posséde un grand intérét pour la for
malisation de certaines theories (comme la théorie des Obﬁbs
de Meinong, que précisément Bertrard Russell avait rejetée =
du fait qu'elle enveloppait des contradictions), et pour en-
richir l'ontologie (et accepter, p.ex., la classe de toutes=
les classes qui ne s'appartiennent pas & elles-mémes). :Ces
deux soucis sont bien les ndtres. Nous penscns gu'un trés =
large éventail de théories ne peuvent étre systfématisées et
rendues intelligibles si 1l'on n'admet pas des paradoxes ou =
contradictions. Et nous visons aussi & prévenir les malthu-
sianismes désertificateurs en matiere d'ontologie.

En méme temps, une partie considérable des buts gue
le systéme A se propose d'atteindre ne peuvent pas 1l!'étre ==
par le biais des autres logiques paraconsistantes élaborées=
jusqgu'ici.

L'applicabilits des logiques paraconsistantes a ==
1'étude des guestions déontiques et juridiques a ¢été indiqué
par Routley ({(cf. R:7, ch. I), qui énonce, trés justementque

the prevalllng law-is sometimes inconsistent, yet deduc

- tive reasoning, incorporating the principles of law as=
postulates, continues both within and outside the ===
courts w1thout being trivialized. Legal logic would a
cordingly apper to be dialectical logic.

:Nous avons l'espoir que le systeme A présenté dans
cette étude -et qui, sans doute, devra étre ultérieurement =
enrichi- contribuera décisivement & affronter tous ces pro--
blémes et résoudre la- plupart d'entre eux. Dés lors, on ==
pourra traiter uniformément des problémes apparemment éloig-
nés les uns des autres. Qui plus est, un certain nombre de
ces problémes non seulement peuvent etre résolus grice a Am,
mais se trouven, en fait, étre rvsolus d'office dans le ca-
dre de Am, car les solutions satisfaisantes auxquelles nous=
avons fait allusion sont des consequences des axiomes et ré-
~gles d'inférence de am. Tel est le cas des tdches (1); (7)=
-en partie-; (3); (47; (5); (8) -en partie-; (7); (9); (14);
(15); (16); (17); (l&) _(?7) -en grande partie-. I1 faudrmait
ajouter plu51eurs autres si 1'on devait inclure dans A ==
l'extension doxastique exposée dans la section IV du livre =
III de cette étude (ad).

Qu'une bonne méthode philosophique consiste & obte—
nir le plus de résultats épistémiquement -et pratiquement- =
souhaitables 4 partir de conjectures aussi générales que . ==
pocsible est quelque chose qui me doit pas <tonner, car cles
aussi la voie que suivent les sciences empiriques. M. Capek
(C:7, dans les derniers paragraphes du chap. IV) rappelle ==
que nombre de constantes que la chimie du siécle dernier te
nait pour purement empiriques se sont avereces de.51mples con-
séquences de la nouvelle théorie de 1l'électron. ('est ce ==
type de demarches rationnelles et unificatrices qui a inspi-
re notre travail. Ellesconstituent des aspects caractéris--
tiques de ce qu'on appelle la "consiliance" des conjectures=
scientifiques, i.e. le faits qu'elles soient aussi peu ad =
hoc que possible qu'elles permettent de-traiter uniformémert
et selon des principes goneraux un grand nombre de problémes
empruntés & des domuaines variés et qul, a4 premi&re vue, n'en
tretenaient aucun rapport. -

co00 [ eie] 000 00 ocoo ‘OC)O




Tout au long de cette étude, un grand nombre d'enm
cés assertés par divers auteurs apparaissent, pour la plupaxt
en citation indirecte, et font 1l'objet de critique, critique
qui tend souvent & en prouver l'absurdité, voire méme la ==
fausseté superabsolue. Or, d'aprés la logique doxastique Ad
gue nous défendons dans la Section IV du Livre III, personne
ne croit une. fausseté superabsolue. Mais alors il paralitrai
s'ensuivre que, ou bien est erronce notre attribution de ces
points de vue-1a superabsolument faux & un certain nombre ==
d'auteurs, ou bien notre critique n'est pas bien fondée, can
au cas ol elle le serait, ces gens-13 auraient bien pensé,=
aprés tout, des propositions superabsolument fausses, ce qui
est exclu, de notre propre aveu.

~ La solution de cette difficulté est la suivante : =
chaque fois que nous rapportons, méme en citation indirecte,
les propos de quelqu'un pour en montrer la fausseté (surtout
si la fausseté imputée est totale et absolue), nos affirma--
tions citationnelles ne seront que des abréviations d'une pa
raphrase que le lecteur doit rétablir implicitement, a sawir
"Untel a énoncé des phrases dont la traduction littérale ==
vers notre propre idiolecte est celle-ci : '---' '. Et la
critique portera sur le substitut des tirets. Aussi dans au
cune -de ces citations indirectes " n'attribuons _ wous pas
1a.croyance au fait que --- & la personne en question. Certes
3 moins qu'il soit totalement et absolument faux que ---, on
aura tout lieu de faire cette attribution de croyance; mais
une telle attribution mé constitue pas notre propos, car ==
nous ne citons les auteurs dont le nom figure dans cette ==
¢tude que par l'intérét que leurs propos, ou la critique de
(1la traduction littérale vers notre idiolecte de) leurs pro-
pos revétent pour 1l'élucidation du sujet sur lequel porte =
notre enquéte. La, néanmoins, ol la traduction littérale =
donne un résultat totalement absurde, le principe de charité
nous contraint de substituer, & cette traduction avérée inte
nable, une traduction non litterale, peut-&tre gueloué tra--
duction qui donne pour résultat une affirmation absurde mais
non pas totalement absurde (une phrase p,.telle que "Fp" ==
soit: vraie, mais'Ep" ne le soit point; pour le ré6le. synsé--
mantique de ces signes, cf. le Livre I, Section I, chap. 1).

cCo o Qo 00Q [l o o] (el ole]

: Nous voudrions conclure cette introduction par quel
ques remarques concernant le rapport entre 1'élucidation des
problémes metaphysiques, la logique formelle et la linguisti
gque. Un a l'habitude d'entendre parler d'une pretendue sté-
rilité de la philosophie. C'est le poncif de ceux qui prefé
rent mettre au rebut les interrogations qui jaillissent dans
la pensée humaine plutdt que de tenter une solution en tran-
sitant par un chemin que l'on sait hérissé d'embfiches. - Jr,
“s'il est un espoir de projeter une nouvelle lumiére sur ces
. questions vénérables, de les élucider d'une maniére plus ==
exacte et de récupérer, en les raffinant, des suggestions va
lables et judicieuses des auteurs d'un passé souvent récule’
c'est précisément la logique formelle contemporaine gul est=
4 méme de 1'offrir . Il n'est pas étonnant que ce soit 1a ou
1'on cultive le plus la logique formelle que 1l'intérét pour
les vieux problémes metaphysiques ait repris avec le plus ==
. dracuité, et que ces problénes se posent de la manitre la ==
plus intelligible, la plus rigoureuse, sous un oeil analyti-
que, rationnel, minutieux, qui veut des argurments, des solu-
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tions déduisibles selon des régles, non pas des intuitions =
échappant.& toute régularité et & tout critére intersubjecdf.

L4 ol, en revanche, 1'intérét pour la logique for--
melle contemporalne n'a pas encore atteint un degré suffisarn,
ceux qui voudront se consacrer & une étude métaphysique logi
quement orlentee .8e buteront & des 1ncomprehen51ons et des
craintes. Ils se doivent, néanmoins, de persévérer dans le
traitement logico-formel des problémes métaphysiques. Sur=
cette voie beagucoup d'autres les ont précédés. -(Que l'ton ==
pense & l'ensemble, déja volumineux, d'études en "logique =
philosophique” (on pourrait dire en mé taphysique logico-for
mellement elu01dee) qui ont vu le jour, pendant lés vingt =
derniéres années, dont on trouve la plupart dans des revues=
philosophigues de langue anglaise. La conjonction du forma-
lisme logique et de la méditation philosophique n'est pas du
tout la substitution d'une pensée automatisée ou mécanique a
une réflexion créatrice:-(cette conception de la logique ==
comme quelque chose de mecanique tient & un préjugé malheu--
reusement encore répandu). -Au contraire : en jmposant des
contraintes, en établissant. des critéres solides, elleévite=
des pseudosolutlons frivoles et oblige a réaliser un effort=
plus poussé pour repenser.a fond, avec un plus grand souci =
d'exactitude et d'exhaustivité, ces vieux problémes métaphy-
siques, ce qui, loin de paralyser 1'imagination, la stimules=
puissamment. Le logicien- phllosophe, dés lors, ne doit pas
se laisser intimider par les critiques qui visent 4 le for--
cer & se replier sur un- seul champ, abandonnant ainsi, soit=
la loglque soit la métaphysique.

:  De la méme fagon, la confluence de la logique for-—
melle et de la linguistique a rendu des services importants=
4 la cause scientifique. On ne doit pas oublier ce que le
mouvement transformationnel doit & l'apport de la logique =
formelle. Par ailleurs, une recherche interdisciplinaire =
qul se prolonge depuis des années réunit les efforts de mathf
maticiens, loglclens, linguistes et philosophes, dans la ten
tative d&lucider mieux les structures de. la langue naturelle
sous tous les rapports. Notre démarche ne pouvait pas igno-
rer ce champ, car, si un formalisme n'a pas des liens établis
-et corroborés par une recherche approfondie- avec la langue
naturelle, sa prétention de constituer une logigue peut étre
sérieusement mise en question. Apreés tout, 1l'effort .de la =
logigue, depuis Aristote, est celui de formaliser -des infé--
rences qui sont considérées normalement comme valides ~-non
sans hésitations et trébuchements, il est vrai- par les locu
teurs d'une langue naturelle. Ce probléme immense du rapport
entre les langues formalisées et la langue naturelle nous ne

l'avons abordé que sous un angle : celui de 1la possibilité=
de rendre raison, par le systeme de logique A -en le postu--
lant comme logique sous-jacente d'un "dialecte" ou idiolec

te particulier du francgais littéraire contemporain- de remndre
raison d'un certain nombre d'inférences valides dans un frag
ment d'une langue naturelle. Méme cette tiAche, déji modeste,
nous ne l'avons entreprise qu'avec l'intention de proposer
les résultats de notre recherche & titre de suggestion ou =
d'hypothése, que des investigations ultérieures de personnes
plus compétentes en la matiére pourront confirmer ou infir--
mer. Nous espérons que de cette partie de notre recherche =
il restera, quoi qu'il arrive, un noyau permettant dr'affir--
mer, comme rationnelles et logiques, beaucoup d'expressions=
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courantes de la langue naturelle, sans passer par les détours
des interprétations ad hoc ou trop latérales; . et, surtout,
le traitement des modificateurs aléthiques enchasses comme =
.des foncteurs vérifonctionnels monadiques, et des comparatifs
" comme des foncteurs vérifonctionnels dyadiques. . (Ces ré--
‘sultats sont exposés dans la Section IV du Livre I). Si ==
notre démarche peut pa raitre audacieuse sur ce terrain, Que
© 1l'on pense & 1'intérét et la fécondité du traitement de ques
‘tions linguistiques par des logiciens et des philosophes ==
comme Frege, Quine, Montague, Davidson, van Fraassen, Cress—
“well, Thomason, Geach, Max Black et tant d'autres qui nous =
ont précédé et . dont nous suivons les pas. Leurs construc
tions peuvent étre -et’ sont souvent- contestables, mais ce =

©qui nous parait indubitable c'est la fertilité de leurs ap--

proches pour susciter de nouvelles élucidations et de noweax
approfondissements, ~ainsi surtout que le fait que leurs ten-
tatives ont toujours réussi 4 mettre en lumiére des aspects=
souvent négligés de la structure de la langue naturelle (no-
tamment l'existence dans la langue de régles d'inférence et
de postulats, régles et postulats qui s'apprennent en appre-
nant la langue -ce qui ne veut pas dire, disons-le dés main-
tenant pour éviter toute confusion, que cet apprent issage ==
soit indépendant de celui du monde- et qui font partie de la
"grammalre" au sens large). Une protection jalouse d'un ter
rain délimité, avec interdiction d'y empiéter, nous paralt =
--deplacee. Autant accorder au philosophe le droit de pourdms
ser les chercheurs d'autres disciplines qui veulent phllOSO—
pher et qui ne s'en privent pas. Les linguistes eux-mémes =
- recourent -et ils. ont raison de le faire-~ & des arguments =
philosophiques pour étayer certains de leurs points de vue :
arguments, p.ex., sur la solidité gnoséologique ou épistémo-~
logique de telle ou telle procédure ou méthode, ou sur l'ho-
norabilité de tel ou tel type d'entités postule pour rendre=
compte de certaines structures et du lien entre la langue et
le réel. 1I1 est naturel que l'on fasse observer que de tels
problémes sont philosophiques, non pas que l'on veuille faire
- taire le linguiste qui se prononce la-dessus. Chaque science
'y .compris la philosophie, comporte et posséde sa propre tech
nicité., Mais la communication interdisciplinaire est indis=
_pensable, et on ne devrait pas la decourager avec des attitu
~-des sourcilleuses ou des néfiances immotivées. -




LIVRE I

U S.YSTIEME 4

SO oEmEmmSEs T =



16

Chapitre 1.- BacE DU SYSTEME

- 5%

§1.- Nous commencerons cet exposé du calcul logique O-adique
As par guatre régles de formation -qui ne sont pas forcément
exhaustives, puisque AS est un systéme béant (cf. 1'Introduc
tion pour la définition de ce terme)-.

Régles de formation

1l.- Une variable sententielle seule (p, q, r, s, p', g', r',

7+~ La constante

s', p", gq" ...) est une fbf.
'a'! est une fbf. e
est une fbf, alors "Np", "Fp", "Bp" et "Tp"™ sont =

3.- 8ip

des fbf.
L.- S8ip

des fbf

et q sont des fbf, alors "p.qﬁ,‘"p“q"_ et "plq sort

Nous utiliserons en outre la notation

P - —an

comme schéma syntaxique pour mentionner n'importe quel con--
texte constitu€ exclusivement par des fbf de As et dont p
fasse partie.

Dans notre notation, les guillemets simples sont =
des marques de mention d'une expression;
mets doubles, suivant l'exemple de Hintikka (H:4, p.L), nous
les employons d'une maniére équivalente aux corners de Quing
i.e. comme des schémas de noms d'expressions (et lorsqu'une=
variable sententielle joue le rdle d'un schéma de nom d'une=
fbf quelconque, alors elle apparait sans aucun guillemet).

§7.- Définitions

daf
aft
ar
af
af
df
df
af
df
af
af
df
af
af

/0/ eq /q.Fq/
/p+q/ eq /N(lip.Nq)/
/p2q/ eq /N(p.Nq)/
/Lp/ eq /NFp/
/Hp/ eq /FNp/

/-p/ ea /NFNp/
/pCa/ eq /Fp+q/
/pVa/ eq /NpCq/
/p&a/ eq /N(NpVNg)/
10 /pbg/ eq /pIl.p.q/
11 /p=a/ eq /pCq..qCp/
12 /pGq/ eq /B(pCq)/
13 /pbDg/eq /B(pDq)/
14 /Sp/ eq /p.Np/

O @~ O B W Ny

daf
af
af
df
af
df
af
df
af
af
af
df
ar
df

15
16
17
18
19
20
71
22
23
2l

<>

&

26
27
28

/Pp/
/Bp/
/3/
/1/
/pha/

quant aux guille--

eq /NpISp&p/
eq /Pp.FPNp/
eq /pIp/

eq /NO/

eq /pDq.F(qDp)/

/p(-)a/eq /pDq..qCp/

/pQa/
/Xp/
/Kp/
/p"a/
/pI1lq/
/pEa/
/p=a/
/dp/

eq /PpCPq/

eq /p*p/

eq /NXNp/

eq /p+q..K(p*q)+.p.q/
eq /B(plq)/

eq /F(plIq)/

eq /pGq..qGp/

eq /FBFp/




df
daf
af
df
af

af

af
daf

daf
af
daf

daf

daf
daf
df
df
af

df
daf
daf
af
af
darf
df
df
af
df
af
af
df
df
df
daf
df
af

daf
df

29 /kp/
30 /Yp/
31 /fp/
32 /pla/
33 /pla/

34 /pDg/

35 /pRq/
36 /Pp/

37 /rya/
38 /p3a/
39 /Pp/

L0 /pza/

Ll /gp/
42 /hp/
43 /pRRq/
kb /pQQa/
45 /Pp/

L6 /np/
47 /mp/
48 /ip/
L9 /p*a/
50 /peq/
51 /pga/
52 /péa/
53 /pka/
5L /pipa/
55 /bp/
56 /p_a/
57 /u/f

58 /pceq/
59 /p=q/
60 /piq/
611 /paQ/
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eq /NBNp/

eq /pla.p/

eq /Fip.p/ . = ..

eq /p*Nal.q"Na/ o o

eq /pIg+(pl.q Na)+(qIl.p"Na)+(pIN(Ng™Na))+.
qIN(Np*N&)/ - .

eq /pl.p.q/

eq /fpCfq/

eq /KiDp&p/ |

eq /Pp:Pq..PNp:PNQ/ |

eq /pga..Pp=Pq..PNp=PNg/

eq /KK3Dp&p/

~

eq /p5q..Pp=Pq..PNp=PNq/

eq /p+a/

eq /NgNp/

eq /B(pRq)/

eq /B(pQq)/

eq /X3Dp&p/

eq /p*Na/
eq /N(Np“Na/

eq /Yp&Né+.fp&é/xx3
eq /N(Np~Nq)/

eq /pDa&l+ . qfps&a/
eq /-p+a/ .

eq /pcq. -Nqghp/

eq /J(pwq)/

eq /pbDq.F(qDDp)/
eq /NaDp&p/

eq /p+q..p.q*+.Kp“Kq/
eq /Na/ :
eq /H(pcq)/

eq /pcq..qcp/

eq /pceq..qecp/

eq /XpDq/

61, /pdda/eq /Xpdq/

61, /pa,ﬁﬂ

62, /pdq/

dq/.eq /Xpd,.y8q9/
eq /pDKa/ . -

62, /pddq/eq /pdkq/ -




df
df
af
af
df
af
df
af
af

af
df
daf

af

df

af

df

df

ar

af

af
df
daf
df
af

af
df

df
af
daf
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62 /pd.ﬁ.dq/ eq /pd 5.4 dKq/

63, /pé.ﬁ.éq/ eq /pd.ﬁ.aq..qd.ﬁ.dp/

6L /pé.ﬁ.éq/ eq /pd.ﬁ.ﬁq..qﬁ.ﬁfap/

65, /p@.ﬁ;ﬁq/ eq /npd.,.dq/

66, /pé.ﬁ.§q/ eq /pd., .dmg/

67, /pd.,.da/ eq /pd.,.dmq/

68 /pg.ﬁ.gq/ eq /npd.h.dq/

69, /p2.;-2a/ eq /np#.,.%nq/

70, /p2.4-%a/ eq /mp*.,.*ma/

7L /pa/ eq /Ypda/

72 /pda/ eq . /p8Kq/

73, /p8d.;.8a/ eq /plK.;.Kq

Th /pd.ﬁ.daq/ eq /pd.,.8Kq/

75, /paa.ﬁ.aq/ eq /Xpd.ﬁ.dq/

76, /pd.ﬁ.aﬁq/ eq /X.ﬁ.Xpaq

77, /p8.;.8a/ eq /pd,.,88K,. Kq/

78 /pd.,.8a/ eq /X,.;Xpddy. da/

T9n,m /P2 g5 570/ eq /pd.,.88.,.8q. .08, dﬁ.m;ﬁp/
8On,m /pg.ﬁ.gg...—q/ eq /pd ﬂ'dd dq qd rh.dp/
81 /pla/ eq /npiq/

82 . /pdq/ eq /plma/

83, /pta/ ea /p*q..p*q |

83, /pﬁﬁ..:q/ eq /pé.ﬁ.éq..pﬁ.ﬁ.éq/

8L /p=.;.=q/ eq /B(pt...2q)/

85 /p=-5.=a/ eq /B(p=.,.%q)/

86 /pi.gzena/ eq /Bpl.p.ta)/

87 /tp/ eq /NfNp/ df 88 /qu/ eq /pQq..qQp/
89 /Np/ eq /XNp/ df 90 /Np/ eq /KNp/

91 /Pp/ eq /NpDp&p/ df 92 /Pp/ eq /Npfp&p/-

[e€q/ oy [TGCYQ)]

/9—%/ “i/TKPD@/
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df 93 p/ eq /NpDpép/ df 9 /Pp/ eq /Npfpkp/

df 95 /Hp/ eq /BHp/ af 96 /Pp/ eq /IFp/

df 97 /Ep/ eqa /BFp/ - df 98 /Wp/ eq /FIFp/

df 99 /Hp/ eq /THp/ df 100 /Ep/ eq /TFp/

df 101 /Hp/ eg /NHp/ daf 102 /p?q/ eq /mnpjmng/

Nous pouirions, bien entendu, introduire définitionw
‘nellement beaucoup d'autres foncteéurs ayant aussi bien des =
propriétés syntaxiques que des appllcatlons sémantiques=
intéressantes. On peut démontrer méme que le systéme As con
tient virtuellement un nombre infini de foncteurs, aussi bien
monadiques que dyadiques, non équivalents et que, dés lors,=
aucune algébre finivalente ne peut pas satisfaire ce systéme
encore moins en étre caractéristique.

I1 appert que beaucoup parmi les définitions ci-des-
sus sont, non pas des définitions proprement dites, mais=
bien des schémas définitionnels; la lettre minuscule 'n' est
une variable & laquelle il faudra substituer, dans chaque =
cas, un numéral désignant un entier positif; cette lettre =
(ou le numéral concret qui lui soit substitué) indique, pla-
cée sous les points de suspension, n répétitions du foncteur
situé & la gauche (et.a la droite) des points de suspension,

. ces deux occurrences comprises.

Avant de poursuivre notre exposé, il nous faut expli
quer l'utilisation que nous faisons des purentheses et des =
. points. Cette utilisation s'inspire de l'emploi recommandé=
par Church (C:6, pp. 74ss). Les foncteurs monadiques régis-
sent la fbf la plus courte qui les suit. Les foncteurs dya-
diques sont tous du méme: poids, et ils sont associatifs =
vers la gauche. Un point placé aprés un foncteur dyad1que=
veut dire que toute la partie de la formule située & la ‘==
droite du point est affectée par l'occurrence du foncteur =
précédant le point; autrement dit : cette partie constitue =
le membre droit de la formule régie par l'occurrence en ques
tion du foncteur dyadique, dont le membre gauche est toute =
la partie de la formule totale située & la gauche du fondweur
suivi du point et & la:droite d'un autre foncteur antériecrs=
suivi d'un point s'il y en a. Les parentheses sont employées
si nécessaire pour défaire une associativité vers la gauche,
autrement obligatoire (ou bien, dans certains cas, pour =
économiser des points). "Aussi les formules suivantes doivert
elles €tre lues comme on l'indique .au moyen des parenthéses:

"pTgt+r&s" doit &tre lu comme : "({p~q)+r)&s"
"p*.q+r&s" doit &tre lu comme : "p~{(g+tr)&s)"
"ptq+.r&s" doit &tre lu comme : "((p~q)+(r&s))"
"pDq.rCs" doit &tre lu comme : "((pDg).r)Cs"
"pD.q.rCs"™ doit &tre lu comme :v"pD((q.r)Cs)"
"pD.q..rCs"doit &tre lu comme : "pD(qf(rCs))"
"pDg..rCs" doit &tre lu comme : "(pDq).(rCs)"

Ces exemples suffisent trés largement & montrer le
fonctionnement du procédé 1nd1que et & €écarter tout risque =
d'amblgulté notamment en ce qui concerne une éventuelle pos
sibilité de double emploi des points comme foncteur de con--
jonction et comme séparateurs ou renforcateurs de n'importe=
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quel foncteur dyadique. .

83.- Dans ce paragraphe nous expliciterons les lectures en =
langage naturel que nous proposons pour ces différents fonc-
teurs. Pour certains d'entre eux, nous proposerons plusieurs
lectures alternatives,
cas-1a&, tout au plus, une simple différence stylistique, non
pas sémantique.

"Np" doit étre lu
4] Fp 1 ) 17

"TpH S ]

"Wp", ' 1

HHp" "

"Hp" ’ 7

nEp™ N
MEpM N

vapvr —

"Bp" ' ]

1" Jp" ) 1

nEpf; "

"Hp" Lo

"Lp" on

"_pt 1
-p

nSp" it

11

"

i

LA

7"

1

1"

it

"

1

i -

I

1"

1

o

n

1"

n

"

4]

car, & notre avis, il ¥y a dans ces

i1l n'est pas vrai que p" ou "non p";-

"il est entiérement faux gque p", "il=
ntest pas du tout vrai gque p", "il =
ntest point vrai que p", "il n'lest =
nullement vrai que p";

"3i] est totalement vrai que p";

"il est en quelque sorte vrai que p",
"i]l est pour ainsi dire vrai que p";

"i]l est suprémement vrai que p", "il=
est superabsolument vrai que p", "il=
est totalement et absolument vrai que:

"il est absolument vrai que p'";
"il est absolument faux que p";

"4i] est suprémement faux que p", "il=

est superabsolument faux que p", "il=
est totalement et absolument faux que

"il n'est pas absolument vrai que p",
"il est relativement faux gque p%;

"{l est vrai & tous les égards que p",
"i{1 est vrai & tous les points de vue
que p", "il est globalement vrai que=
p", "il est fonciérement vrai que p";

il est vrai & certains égards que p",
il est vrai & certains points de vue=
que p", "il est relativement vrai que

"il est relativement tout & fait faux
que p", "il n'est point fonciérement=
vrai que p"; :

"il est tout & fait vrai que p", "il=

.
P

.
P

est entiérement- vrai que p", "il est='

exact que p"; "il:est cent pour cent=
vrai que p"; '

"il est tant sdit peu vrai-que p", =

"il est vrai, du moins dans une cer-=- .-

taine mesure, que p", "il est vrai, =

~du moins Jjusqu'd un certain point,que

p", "dans une mesure ou dans une autme
il est vrai que p", "il est vrai, peu
ou prou, que p", "il est plus ou mins
vrai que p"; ' C

"il est tant soit peu faux que p",etc.

"il est vrai et faux tout & la fois
que p", "p et non p", "il est vrai, =
sans 1'&tre, que p", "il n'est ni vra
ni faux que p", "ni p ni non p";



HYp 17

1 fp 1

HPpﬂ

"Pp "
"Ep?l

"Pp"

" Pp"

nﬁbﬁ

niﬁpn
"I;p"
nppn

"hph
"Xp"
"Kp"

doit é&tre lu

17

n

1"

19

it

"

4]

"

1"

17

"

17

"

1"

17

1

.n

"

"

7

77

17

1A

17

7

I

17

4

17

1"

13

1"

"il
"il
YYil
H‘il
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est infinitésimalement vrai que p",
est imperceptiblement vrai que p",
est insaisissablement vrai que p",
est un rien vrai gue p", "il est =

un brin vrai que p";

1t il

que .

est plus gqu'infinitésimalement wvei
p", "il est plus qu'a peine vrai =

que p", "il est plus gqu'un rien vral =
que p", etc.;

il est plutdt vrai que p'", "il est du
moins &4 moitié vrai que p", "dans une=

large mesure, il est vrai Gue p";

: "il est quelque peu vrai que p";

17 11
est

est plus vrai que faux que p", "il
assez vrai que p", "il est plus ==

qu'd moitié vrai que p";

: "il est remarquablement vrai que p", =
"dans une trés large mesure, il est =
vrai que p'; :

" il
une

est extrémement vrai que p'", "dans
trés, trés large mesure il est ==

vrai que p";

: "il est du moins passablement vrai que

fr .
P

: "1 est (du moins) considérablement ==
vrai que p";

YYil
ft il
que
i1
1 ll
YYil
que
LED!

est plus que passablement vrai que
est plus que considérablement vrai
p"; : Co
est infiniment vrai que p";

est trés vrai que p";

est (tout au moins) un peu vrai =
p"; x '
est trés faux' que p", "il n'est =

méme pas un peu vrai que p";

f?il
que

est (tout au moins) un peu faux- =
p", "il n'est .pas trés vrai que p"

"il est vrai, ou peu s'en faut, que p";

" ll
est
pas
"il
p",

nil

v"j‘_l

est excessivement vrai que p", "il

plus que vrai que p", "il n'est , =
faux, loin de 1a, que p";

est quasiment tout & fait faux que
"il n'est guére vrai que p";

est véritablement vrai gue p";

ne laisse'pas d'étre vrai que p";

"p et q";

et

p et q", "non seulement p, mais aus

si q", "il est vrai aussi bien que

que

".
q-;



"p+ q 1"

Yifp&q o

npvqn

ﬁﬁbqn'
"pQg™

",pR q 1

"p:q"

"quﬂ

‘I’qu" )

"pDDQ"

“p%qh

TYpIqH
l?pdq"

"pdq"}
npeqn'
MpEqh.

‘j "paq"
ﬁp?qﬁ?

N

L=
10!

o

Nf—

doit étre 1lu

11

17

"o

Rl

"

b

17

1

n

17

1

17

it

1

n

L

17

1

i1

"

7

17

1

1

"

"

"

17

it

"

1"

1"

it

1

1.

1"

1t
17

17

Y

o1

1"

e

ve

'"i1 est nettement plus vrai que g

"p ou Q"§
"p et surtout gq";

"il est exact que p & moins que q", =
"p sinon q";
"p seulement si q", "p pourvu que q";

"il est plutdt vrai que p seulement ==

s'il est plutbdt vrai que q";
"il est plus qu'un rien wvrai que p

~seulement s'il est plus qu'un rien =

vrai que q";

"p si, et seulement si, q" (abrégé : =
"p Ssi q") ;
"il est vrai que p (exactement) dans =

la méme mesure ol il 1l'est que g%, "p
dans la mesure, et seulement dans la =
mesure, ou q", "p. pour autant que q et

re01proquement" qufll soit vrai que=

p équivaut & ce qu'il soit vrai que gq"

"il est au moins aussi vrai qQue q Que=
(que) p, il est tout au plus aussi ==
vrai.que p que. (que) q", "p pour autant
seulement que q", "p dans la mesure =
seulement ou q", Mqu'il soit vrai que=
p implique qu'il soit vrai que q";
"qu'il soit vrai gue p implique stric-
tement qu'il soit vrai que g";

"il est plus vrai que g que non pas =
que p", "il est m01ns vral que p que =
non pas que q%;

"il est fondamentalement aussi vral =
que p que (que) g";

"p pra thuement seulement dans la mesu
re ou q'"; : .

"p presque seulement dans la mesure ou
"1 est presque aussi vrai que p que q"

"il est prathuembnt aussi vrai que p=
que q"

’b prathﬁewent presque seulement dans=

- la mesure ou q";

N

due non pas que p";
'1'infinitésimalement vrai', 'l'imper-

~ceptiblement vrai, 'ce qui est a peine

vrai', 'le quasiment tout a fait fauxt

‘tle tout & fait faux', 'la pure et ==
simple absence de vérité' (ou, d'une =
manisre abrégée: le faux);

'le tout & fait Vraz' 'la plelne véri

té', 'le Vrailj

'le pareillement vrai et faux', 'le =
?C‘\"\* A“éq‘—’\‘\\“
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distance entre le vrai et le faux', ce
gui est & la fois plutdt vrai et plu--
tét faux'!, 'le point de croisement alé
thique!; -

.

Tt doit €tre lu. : 'l'infinitésimalement faux',.'l'imper-
ceptiblement faux', 'le presque tout &
fait vrai!'.

) Pour adoucir certaines tournures, nous avons eu re-
cours & l'archaisme et l'haplologie (cf. G:4, §975). Il faut
préciser, pour ce qui est des lectures proposées, que le par-
ler quotidien de 1'homme de 1la rue recourt trés souvent & ==
deux procédés pour accourcir les foncteurs aussi bien monadi-
ques que dyadiques : 1'un d'eux c'est 1l'ellipse; trés fréquem
ment, au lieu de dire, p.ex., 'p presque seulement dans la =
mesure ou q', on dit simplement 'p dans la mesure ol q', sans
que pour autant le locuteur ait l'intention de S'engager par
14 & soutenir que p est vrai exactement seulement dans la me-
sure ou g l'est. Le second procédé c'est le remplacement =
d'un foncteur par un-autre plus court dont le sens soit appa-
rent€é : 'dans la mesure seulement ol ...'! peut &tre remplacé=
parfois par 'seulement si ...'; cette oblitération de diffé-
rences vérifonctionnelles importantes est réputée non nuisibk
en vertu de contraintes pragmatiques qui excluent certaines. =
interprétations littérales. Quelles contraintes? Nous avou-
ons que rester ici dans le vague et renvoyer la balle & la =
pragmatique, comme s'il s'agissait d'un dépotoir ol l'on dé-
verserait tout ce dont on ne sait que faire, n'est pas trés =
convaincant. Mais force nous est de circonscriire quelque -
peu notre enquéte et prévenir un excds de dispersion. Nous
nous cantonnerons donc, ici comme dans la Section IV de ce
‘méme livre, & la formalisation des phrases-échantillons ot =
ces deux procédés ne sont pas employés. : R

il

Une autre difficulté est constituée par le fait que
~plusieurs foncteurs différents peuvent avoir une méme lecture
en-langue naturelle, car la différence entre leurs conditions
de vérité n'est pas pertinente dans la. grande majorité des =
contextes, si bien que les langues naturelles n'ont pas éta=--
bli des distinctions suffisamment fines pour exprimer ces nu-
ances. D'autres foncteurs ehcore n'ont aucun équivalent exact
en: langue naturelle, car, de par un principe compréhensible =
d'économie, la langue naturelle n'a eu garde de forger des =
signifiants pour toutes les nuances possibles de la vérifonc-
tionalité. - . o L o '

o Le premier type de faille se rencontre, p.ex., dans=
.le cas des foncteurs ' ' et ' ' qui. ont une méme lecture =
la juxtaposition; "pTq" se lira, tout comme "p q", "p, q". =
Cela prouve gque la juxtaposition n'est pas strictement véri--
fonctionnelle en langue naturelle. Certains foncteurs, comme
MI' et '#', seront lus, respectivement, comme 'I' et '+'  car
14 langue naturelle ne” fait pas de distinctions” suffisantes=
& leur égard. Toutefois,. dans ces deux cas, la formalisa-
.tion la plus adéquate de 'fondamentalement dans la méme mesu-
re ou' et de 'ou' sera, respectivement, 'I' et '+', non pas
'I' ou '#', qui sont déviants. " ‘

D'une mgniére analogue, 'moins qu' peut étre formali
sé, soit comme '%', soit comme '%'. Dans ce dernier cas, il =
~vaut mieux dire : 'relativement moins que'!, mais cette préci—
- sion est souvent omise. Nous verrons, dans l'annexe I du =
“Livre III que cette ambiguité explique la non absurdité de =
certaines theéses énoncées par des podtes pétrarquistes.
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Parmi les lectures proposées, il y en a une qui peut
8tre plus vulnérable que les autres : celle du foncteur 'T' =
comme 'il est totalement vrai que'. Comme on le verra a la =
fin de cette Section (et en compulsant les théorémes énumérés
dans 1'Annexe N° 2 de ce Livre I) un fait peut 8tre & la fois
totalement -vrai et infinitésimalement vrai. Comment cela?, =
se demandera-t-on. L'explication c'est que la notion de tota
1ité est extensive, et ne comporte, dés lors, aucune indica-=-
tion de degré. Une surface uniformément rose est totalement=
rouge, méme si elle ne l'est que dans une faible mesure. Une
autre surface ayant des taches rouge- -foncé sur un fond blanc=
ntest point totalement rouge, méme si, par endroits, elle est
tout & fait rouge; elle sera donc pour une part -ou . relati
vement - entiérement rouge, ce qui était faux de la premiére,=
en dépit du fait -vrai, mais pas extrémement vrai- qu'elle =
était totalement rouge. I1 est donc nécessaire de dlstlnguer
sdgneusement 'totalement', d'un c6té; 'entiérement'! ou 'tout=
4 fait!, d'autre part.

En tout cas, et comme on le voit aisément, le systime
A possede, en dépit de ces quelques accroCs, une connex1on in
Trinséque avec la langue naturelle et est & méme de formalisr
de nombreuses expressions taxées naguére par les logiciens =
de sémantiquement vides, de 51mples procedes stylistiques ou=

rhétoriques. Ce systéme a été précisément congu pour formali.

ser_de telles expressions; 1l n'est donc pas le simple fruit
de la fantaisie mathématique de 1l'auteur de ce travail. Au

contraire; 11 y a toutes sortes de raisonnements et de formula
tions nuancés dans notre langue de tous les jours qui ne sur-
vivent pas aux tortures uniformisantes qu'ils subissent dans=
le 1lit de Procuste que constitue le principe maximaliste de
oui ou non (plus exactement : du tout & fait oui ou tout & =

fait non). Dans le cadre de la logique classique, des formu-

Tztions ol l'on parle du plutdt vrai, du presque vrai, d'equl’"

valence aléthique approximative, etc., et des raisonnements =
ol de pareilles formulations sont présentes, soit en tant que
prémisses, soit en tant que conclusions, tout cela apparais--
sait comme irrecevable. Notons que la démarche de la logique
classique était légitime & un moment donné, car il s'agissait
de débroussailler un territoire bien determlne et nettement
délimité, d'y mettre en v1gueur, sans aucune restriction,
les lois propres & une rigueur logique permettant seule l'tes-
sor de la pensée exacte. Toutefois, ces nécessités compréhen
sibles imposaient, il faut bien 1l'avouer, ‘des sacrifices dou-
loureux, car le- flou, le nuancé, les plus et le moins, l'ap--
proximatif ont une présence ma581ve voire prépondérante, non
seulement dans- le- parler quotldlen et dans la littérature, =
l'essai, la fiction, mais aussi dans des traités de phllOSO—-
pple, voire méme dans des sciences particuliéres (surtout,mais
point exclusivement, les sciences humaines). Néanmoins, le
lien exact entre lfensemble du langage naturel et un systéme=
de logique est bien difficile & cermer. Dfinnombrables pro---
blémes surgissent et tout ce que l'on peut faire c'est de trou.
ver des réponses plus ou moins satisfaisantes & des problémes
sectoriels, surtout si 1'on prend la judicieuse décision de
se cantonner & des fragments de la langue ou, peut-8tre mieux
encore, de certains idiolectes. C'est ce que nous ternterons=
de faire a la fin de ce livre. Nous y aborderons notamment
le traitement des modificateurs ‘aléthiques ('X', 'P', 'f', =
'b?, etc.) incrustés a l'intérieur d'une phrase, modifiant =
-en surface-, non pas la phrase, mais un de ses constituants.
Nous essayerons de formaliser aussi certains foncteurs dyadi-
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ques no traités dans la logique classique, comme les compara-
tifs. Quoi qu'il en soit, 1'idée méme que notre systéme en-
.tend véhiculer est celle de l'existence d'une multiplicité =
-au demeurant infinie- de degrés de vérité. Dans le LivreII],
Section III, nous défendrons cette idée sur le plan philoso--~
phique.

§4.- AXIOMES

AO/1 Bp+BFBp A0/ Tp+TFTp

Al/1 BpC.BpIp Al/2 TpC.TpIBp
42/1 pGqC.BpCBgq  42/2 pCqC.TpCTq
A3/1 pDDqC.BpDBq ' A3/2 pDqC. TpDTq

AL P(p.q)+K(p"q)D.Kp"Kq

A5 P(p.q)+X(Kp~Kq)D.Xp*Xq

A6 XpDXqC.phg

A7 p.plp
A8 pI.p..p+q
A9 q.pI.p.q

Al10 p.q.rl.p..q.r
All p“q(ﬁ(p.q)..pAq“rD(p‘f’q)>.pAqE(p“r).pr.q}r

412 £(Sp.Sq)+(YNp.fSq.F(qIng))+(¥Ng.fSp.F(pInp))CF(p.qD.p"q)
A13 (p.q"r)I.r"p..r"q ‘
AllL pD.p~1
Al5 p.(g+r)I.p.q+.p.r .
Al16 FpC.pIO ”
Al7 F(p.q)I.Fp+Fq
Al18 F(p+q)I.Fp.Fq
AlS NFpIFFp-
A20 pIqC.pCq
A21 NNpIp
A22 q.pCq .
A23 plq.(p'Iq’)C.pIqI.p'Iq
A2l pDq+(qDnp)+.pImg
A25 pINp=.pI}
A26 Y(p~q)C.Yp+Yq
AZ7 mpDnp=.Yp+YNp
A28 F(4Da)
AZ9 pC.nmpDnp
A30 KnpInKp
Sch 1 pIqC. ...p=-=T...qei-

(pourvu que les deux conditions suivantes soient rem-
plies : 1°, la formule "...p---" est telle que P ne
s'y trouve affecté que . par les foncteurs I, .y,
U1, 'N', 'F!' ou par d'autres définis & partir de =
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[
]

la constante 'a'; 2°, g ne remplace qu‘une seule
occurrence de p dans "...p~--").

il

Dans la formulation du schéma 1, il faut préciser
ce que nous entendons par affectutlon d‘une variable par un-
foncteur : v :

-Si p est précédé immédiatement par un foncteur monadique, p
est affecté par ledit foncteur;

-Si § est un forcteur dyadique et, pour quelque formule q, p
se trouve constituer une fornule du type "pig" ou "qhp", alors
p est affecté par §; :

-Si p est une sous-formule dl'une formule q qui est affectée =-
par un foncteur quelcongue, p est aussi affecté par ledit fonc
teur (ol &tre une sous-formule .de q veut dire &tre une fbf =
qui fait partie de q).

§5.- Régles d'inférence

rinf 1.- p ::: Bp ({pourvu que p soit un théoréme)
rinf 1 bis.- p ::: Tp (pourvu que p soit un théoréme)
rinf 2.- Bp , B(pCq) 11 q

rinf 3.- Si p est un théoréme, alors le résultat de substitwer
uniformément dans p & une variable sententielle une
variable sententielle ou une constante sententielles=
est aussi un theoreme

(Le signe syntax1que ’::" veut dire que l'expre351on si
tuée 3 la droite du signe peut &tre déduite & partir de l'ex=
pression situfe 4 la gauche).

Avant d'aller plus loin, nous commencerons par derl—,
ver quelques regles d'inférences non primitives. "

rinf 2' .- pCq , p :::q (pourvu que "pCq" et p Soient =

, - 0 e h
Dérivation des théorémes)

ler th.d.: pCq
2d th.d.: p

(2) B(pCq) ler th.d., rinf 1
(3) Bp 2d th.d., rinf 1
q (2), (3), rinf 2

Dans cette dérivation, nous avons employé 1l'abrévia-~
tion 'th.d.! qui veut dire : théoréme donné. Par ailleurs, = -
nous avons mis en pratique un procédé quil se répétera tout au
long des trois premiéres Sections de ce Livre I : chaque preu
ve ou dérivation commence par une lighe numérotée 1(2)' ~car=
la premlere ligne de la preuve est constituée, en quelque sor
te, par 1l'énoncé du théoreme & démontrer ou de la régle d'in-
férence & dériver-; chaque llgne est precedee a4 gauche par =
son numéro. Les references indiquées a droite justifient =
chaque pas dans la preuve ou dérivation. A 1l'intérieur d'une

preuve ou dérivation,  on emploi, & droite, les références
r(2)r, {3)', ... pour désigner précisément les lignes précé--
dentes portant de tels numéros.
rinf 4.- pla 11 el pe===l... Q==
(pourvu que "pIg" soit un theoréme et que p ne se =
trouve affecté dans "...p--~" que par ... -cf.Schl-

et que le remplacement concerne une seule occurrene)
Dérivation : . ’ A
; th.d.: plg et : ‘ -
(2) B(pIq C. ...p---I...q___) Sch 1, rinf 1 .
(3)° B(pIq) : ' th.d., rinf 1




rinf 5.- plq , ...p=-=-- D1 e eQe—m
(mémes restrictions gue ci-dessus)
Dérivation :
ler th.d.: plg
2d E thod.: oo‘-p—'?—'

B{...p-==) ‘ e . 2d th.d., rinf 1

(2)
(3) B(pIQC. «..p===I...q===) Sch 1, rinf 1
(4)  B(pIq)- S ler th.d., rinf 1
(5) ...p===I...q-=- : (3), (L), rinf 2
(6) Blo..p===I...q===) (5), rinf 1
(7) B(...p=--I...9=-=-C. ...p===C...Q===) A20, rinf3,rinfl
(8) +.ep-==C...q=== ‘ (6), (7), rinf 2
(9) B{...p===C...Q===) (8), rinf 1

U P SR (9), (2), rinf 2
rinf 6.~ plgq ::: qlp (pourvu que "pIq" soit un théoréme)
Dérivation : ' o

th.d.: pIqg

(2) p.plp A7 -
(3) p.plp A7 . :
(4) pIp (2), (3), rinf 5
(5) qlIp - : (4), th.d., rinf 5

En vertu de rinf 1, chaque fois que nous avons comme
théoréme une formule p, nous pouvons obtenir immédiatement =
"Bp". Ainsi, si nous avons comme n€ ligne dans la démonstra-
tion d'un théoréme p, et comme m® ligne "pCq", nous pouvons =
avoir comme n+1l® ligne "Bp" et comme m+1€ ligne "B(pCq)". Dés
lors, rinf 2 peut &tre appliquée. Nous pouvons donc nous pas
ser désormais d'exposer ces pas de l'argumentation conduisant
a4 la conclusion. :

Ceci étant, pourquoi ne nous donnons-nous pas direc-
tement et des le début .comme régle d'inférence un modus poners
ordinaire? En ce qui concerne exclusivement la dérivation de
régles d'inférence applicables & des théorémes et la preuve
de théorémes & partir de théorémes, nos régles d'inférence
2 + 1 équivalent & un MP ordinaire. Il n'en va pas de mémes
néanmoins, pour ce qui est de formules qui ne soient pas des=
théorémes. Si nous voulons appliquer notre systéme déductif=
A & des prémisses extralogiques, il faut absolument que cha--
cune de’ ces prémisses soit une formule qui commence par: un
'B'; autrement, aucune régle d'!'inférence. ne peut: leur étre ap
pliquée. En effet, pour ce qui est des régles primitives,
rinf 3 ne peut donner pour résultat que des substituts de =
théorémes; rinf 1 n'est applicable qu'd des théorémes; et
rinf 2 n'est applicable qu'd des prémisses commencant par u
'Br, -

Comme toutes les régles d'inférence gue nous dérive-
rons dans ce chapitre ont pour seul but la preuve de théorémes
ultérieurs, il va sans dire que chaque régle dérivée est ap--
plicable seulement & des théorémes, puisque les dérivations =
de régles ultérieures s'appuient sur les régles déjd obtenues
et que celles-ci sont applicables seulement & des théorémes.=
Cette restriction ne sera donc plus explicitement mentionnée.
Par ailleurs, nous pourrons lire librement, aprés ce qui pré-
céde, rinf 2 comme rinf 2' (toujours dans le cadre de la dé--
monstration de théorémes a4 partir de théorémes).

(L T

=3
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rinf 7.- plgq , qIr ::: riIp
Dérivation :
ler th.d.: plq
2d th.d.: qlIr. '
. l‘

(2) pIqC.pirI.qlr Sch a

(3) pIrl.qlir (2), ler th.d., rinf 2

(4) qIrI.plr (3), rinf 6

(5) qIrC.pIr o (L), A20, rinf3,rinf?2
plr 2d th.d., (5), rinf 2

La regle rinf 7 ‘nous permet de raccourcir l'exposé =
~de certaines preuves comme suit. Nous pouvons exploiter ité-
“rativement cette régle d'inférence, ce que nous ne manguerons
pas de faire. OSi, en vertu d'une llgne antérieure d'une preu
ve ou d'un théoréme préalablement -démontré, nous avons "qlr',
nous pourrons écrire des . chaines de ce type

.o !p'———Iv . oq—"‘—
I...r---

Ce '‘raccourci exploite 51multanement la rinf 7, la
rinf 6 et la rinf 4. Par surcroit, l'emp101 de la rlnf 6
sera d'ordlnalre passé sous 51lence.

U

Nous conclurons ce paragraphe par l'exposé d'une nota
tion utile gqui nous permettra de raccourcir les preuves. Le
procédé est emprunté a la Mathematical Logic de Quine. Une
ligne de la forme

pC/4q
est une abréviation de l'ensemble sulvant de pas déductifs

(n) P - (th. ou ligne prealablement demontnﬁ
(n+1l) Bp (n), rinf 1

(n+2) pCq (th. ou ligne préalablem.- prouvee)
(n+3) B(pCq) , - (n+2), rinf 1

(n+h) @ = (n+l): (n+3), rinf 2

.~ Par allleurs, ltordinal situé & la gauche d'une ==
ligne du type mentionné n'est une abréviation que de la par--.
tie située & la droite du crochet

. Nous emp101erons aussi, pour un numéral 'n!' tel que=
(n) est une llgne antérieure dans la méme preuve, 'n! dans =
une ligne ultérieure, qui y Jjoue le rdle de simple abréviation
de 1la ligne (n). Pareillement, les expre581ons 'tdext n! et
'sin n' (ol 'n! est un numerals sont des abréviations des par
ties de -.(n) 51tuees respectivement, & la droite et & la
gauche du foncteur dyadlque pr1n01pal lorsqu'il y a -sans
Etre enfermés dans des parentheses- plu51eurs foncteurs dans=
une ligne suivis d'un point, le foncteur principal est le
foncteur principal est le premler dtentre eux. (Cf. Q:1, pp.

91, 92, 129)

Chapitre 2.- REGLES D'INFERENCE DERIVEEZS

"Il nous a paru preferable de conflner a4 ce chapitre=
l'expose et la dérivation des régles d'inférence qui seront =
employées dans cette Section. Comme on zura l'occasion de
le constater, aucune régle d'inférence ne sera utilisée par=
la suite avant que nfaient €té démontrés tous les theoremes =
utilisés dans sa derlvatlon.
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rinf 6 bis.- pDq , p ::: @
Dérivation :

ler th.d.: pDg

2d th.d.: p

(2) pDqC.pCq Al26 bis .
(3) pCq (2), ler th.d.
q . (3), 2d th.d., rinf 2
rinf 8.- p, q ::: p.q
Dérivation :
ler th.d. :
d  th.d. : g
() pC.qC.p.q Al17
(3) qC.p.q. _ (2), ler th.d., rinf 2
p.q (3), 2d th.d., rinf 2
rinf 9.- pCq , qCr ::: pCr
Dérivation :

ler th.d.: pCq
2d th.d.: qCr

(2) pCqC.qCrC.pCr A125 »

(3) pCq.(qCr)C.pCr (2) , 4129, rinf 5, rinf 3

(L) pCq..qCr ler th.d., 2d th.d., rinf &
pCr “(3), (4), rinf 2

rinf 9 bis.- pCq , Fq ::: Fp

Dérivation :
ler th.d.: pCq
_ 2d th.d.: Fq
(2) ler th.d. 7FqCFp : Al133, rinf 3
Fp (?), 2d th.d., rinf 2

rinf 10 : on peut, devant chaque foncteur L ou H, supprlmer =
ou ajputer n71mporte quelle suite de foncteurs L et/ou H, tow
en gardant une formule équivalente dans tous les: contextes ol
la formule en question est affectée seulement par les foncteus
I, ., "y N, F ou d'autres définis exclusivement & partir de =
ceux-la et possiblement aussi de la constante 'at.

Dérivation : par induction mathemathue sur les theoremes =
A145-A148, + Sch 1. : :

rinf 11 a.- p=q ::: pCq
rinf 11 b.- p=q ::: gCp
Dérivation des deux régles
th.d.: p=q
(2) p=qIl.pCq..qCp A101, df 11, rinf 3
(3) pCq..qCp (2), th.d., rinf 5
(4) pCq (3), A?22, rinf 3, rinf 2
(5) qCp (3), All5,'rinf 2, rinf 3
rinf 13a.- ...Fp+tlp+q.r--- S
rinf 13b.- ... r--= ::: Fp+Lp+q L =

Le dérivation de ces deux regles est immédiate & partir de =
A?05 et rinf 5. Le contexte qui peut remplacer les points et
tirets est sujet aux mémes restrictions que pour Sch 1.

rinf 14.- p=q , g=r o p=r
Dérivation : A199, rinf 2
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rinf 15.- Hp , pZdq ::: q
Dérivation : A252, Al29, rinf 3, rinf 2

rinf 16.- ...p=-- ::: qIpC....Q~=-
Dérivation : _

th.d.: ...p---
(2) qIpC. ...q-==I...p--- ' Sch 1

Co voup-==TieeQ-m= A196, rinf 5
(3) ...p---I...0--=C. ...p---C...q-=-- AP0, rinf 3
(4) qIpCdext3 (2), (3), rinf G
(5) +..p--=C.qIpC. ...q-=- (4), ALR3, rinf 2,rinf5
QIpC. +..Qem- th.d., (5}, rinf 2

Observation : dans la régle précédente et les trois
suivantes les restrictions sont les mémes que pour Sch 1.

rinf 16 bis.- pIg ::: «..p--=C...Q-=--
Dérivation : rinf 4, A20, rinf 2
rinf 17.- ...p=—= ::: (pIg+.pIr)C. ...g===*...P==—
Dérivation : rinf 16, rinf &, A194, rinf 3, A9 Al10, rinf 5,
A129 ‘
rinf 17 bis.- ...p---p'l... ::: (pIg..p'Iq')C....q--~Q'...
Dérivation : L
th.d.: ...p---p'... ,
(2) pIgC.. ...q===p'... th.d., rinf 16
(3) p'Iq'C pIqC. ...g---g'... (2), rinf 16 S
(4) (prIgqr..pIq)C. ...g--=-q'... A129, rinf 3, rinf 5,(3)
(pIq. p'Iq')Cdext4 (4), A9,,rinf 3, rinf 5
rinf 18.- Si "pzq" et "...p---" sont des théorémes et que =
", ..p=-=-" est une formule ou p n'est affecté que par les fonc
teurs / «y & C, =, L, +, F, alors ", ..q=---" est un théoréme.

Cette regle est derlvee par 1nduct10n mathématique & partir =
des théorémes 4198, 4199, AP06, A207 bis, AR08, A220, A270bis
A223 (+Sch 1), Al6L.

rinf 19.- pDq ::: BpDBq
Dérivation : rinf 1 + df 12, A65), rinf 6 bis.

rinf 20.- pCg ::: BpCBq ‘
Dérivation : rinf 1 + df 13, A?, rlnf 2

rinf 21.- pDDq , p :::'q
Dérivation : A660, rinf 6 bisr

rinf 72.- pGg- ,. p it Q@ o

Dérivation : A661 ' Tinf 6 bis, rinf'2
rinf 23.- p=q ::: Bp=Bq
Derlvatlon A663, rlnf 6 bis, rinf 1, Aééh .

' En.vertu de rinf 1 et A6OL, on peut llre rinf 23 =
comme permettant de dériver "Bp—Bq" a partlr d'une prémisse
3] "

p=q .
rinf 24.- pIq HE 5pIBq
Dérivation : rinf 1, df 25, A665, rinf 6 blS
En vertu de A650 + rinf 6 bis + df 25, chaque fois

que nous avons "pIIg" comme. théoréme nous avons aussi "pIg",
et réciproquement, si bien que les régles rinf 24 et rinf 25=

nou

Il
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peuvent se lire indifféremment comme elles sont écrites ou =
bien comme ayant pour prémisse ou théoréme donné "pIlIg".

rinf 25.- pIq , ...p=-- e e

(si p n'est affecté dans “...p—--” que par.les fone-
teurs ., ~, I, N, F, B) )
Dérivation : rinf 1 + df 25, Sch 2, rinf 2

rinf 26a.- On peut ajouter ou effacer n'importe quel nombre =
de foncteurs 'B' devant une formule ou sous-formule précédée=
de 'B' ou de 'J!. : '
rinf 26b.- On péut ajouter ou effacer n'importe quel nombre =
de foncteurs 'J! devant une formule ou sous-formule précédée=
'BLY, 'LB' ou 'J'.

La dérivation de ces deux régles d'inférence est im-
médiate par induction mathématique sur les théorémes. A650, =
A667, AB51, A657, A679, A6E0, A689, rinf 1, Sch 2.

rinf 27.- pCq ::: JpDJdgq

Dérivation : rinf 1 + df 12, A706, rinf 2
rinf 27 bis.- pDq ::: JpDJq o
Dérivation: rinf 1 + df 13, A707, rinf 6 bis
rinf 28.- p ::: JgDJ(p.q) - A
Dérivation : rinf 1, aA717, rinf 2

rinf 29.- JpDq ::: pDBg

Dérivation : rinf 19, A724, Aa

rinf 29 bis.- JpCq ::: pCBq

Dérivation : rinf 20, A724, Aa

La notation'Aa' quil apparait dans la dérivation des =
deux derniéres régles sera expliquée au Chapitre 20 de cette=
méme section. '

On peut enfin introduire des régles pour les foncteurs
'TY, twr, 'Dr, 'I', 'C' strictement paralléles, respectivemert
a celles qui concernent les foncteurs 'B', 'J', 'DD' 6 fII' et
'G', plus une régle de remplacement libre de p par q dans ==
n'importe quel contexte engendré par une des rigles de :forma-
tion explicitées de As lorsque la prémisse 'pIg’ est vraie. =
Vu le parallélisme qu'on vient de mentionner, nous nous abs--
tiendrons de pousser plus loin les développements, afin de ne
pas alourdir le texte. '

Chapitre 3.- CONDITIONNEL FORT

Dans ce chapitre, nous €¢étudierons principalement des
théorémes relatifs au conditionnel fort 'C', qui est, plus
exactement, le plus faible de ceux qui possédent la propriété
du MP. En dépit de sa faiblesse -au regard, p.ex., de 'D!, =
que nous €étudierons plus ‘loin-, !'C!' joue un rdle absolument =
privilégié dans le systéme A, car c'est lui le principal véhi
cule de la déduisibilité, le principal foncteur tel que pour=
tout couple de phrases p et q, "pCq" est, dans une mesure ou
dans une autre, vrai ssi ou bien p est tout & fait faux, ou =

]
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bien q est tant soit peu vrai, ou bien ces deux conditions-la

sont réunies. Un autre foncteur étroitement apparenté & 'Ct=
et qui partage la plupart.de traits c'est le conditionnel 'ec!
que nous etudlerons au Chapltre 21

Al01 plp
Preuve : e '
(2) p.pIpC.p. plpl plp | Sch 1
(3) sin2 . A7
(4) - dext? o (2), (3), rinf 2
(5) sindext2 (2), (3), rinf 2
~plp | ‘ -~ {4), (5), rinf 5
A101 bis & =
Preuve : Al10l, df 17
Al01 ter pr
Preuve : o :
(2) pIl.p.p A7, rinf 6
pDp (23, dr 10
A102 p+plp
Preuve : »
(2) NpINNp ' A7, rinf 3
(3) 2? N{Np.Np)INp Sch 1
(4) TD+pINNp (3), df 2
(5) A2lC . /LT.p+pIp Sch 1 L
p+pIp (4), (5), rinf 5
A103 pCp )
Preuve : A101C./pCp A20
A103 bis Hp+Np
Preuve : e ,
(2) NpCNp ) © A103, rinf 3
(3) FNp+Np ' (2), daf 7
Hp+Np (3), df 5
A104 p+al. q+p
Preuve : - T
{2) Np. NqI.Wq Np - A9, rinf 3
(3)  N(Np.Nq)IN(Ng.Np) (2§, rinf 4
.p+ql.q+p o (3), df 2
AlOS,N(p+q)I.Np‘Nq
Preuve :
(2) p+qIN(Np.Nq) A101, df 2, rinf 3
(3) N(p+q)INN(Np.Nq) (2), rinf 5
A105 (3), A21, rinf 3, rinf 5
Al105/2 (Np+Nq)I P-q
Preuve :. - o
(2) N( p+Nq)I NNp NNq ~ A105, rinf 3 - |
% A105/2 -~ (2), 821, rinf 3, rinf 5.-

AlOé N(p q)I Np+Nq
Preuve : S :

{2) N{(NNp. NNq)I Np+Nq Al101; rinf 3, df 2 :
i AlOé ~ ‘{2), A2l, rinf 3, rinf 5
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A106/2 pZql.Np+q :

Preuve :
() pZql.pZq A101, rinf 3
(3) pZqIN(p.Ng) (2), df 3
(4) N(p.Ng)I.Np+NNq . A106, rinf 3 :
(5) Np+NNqI.Np+q A101, rinf 3, 421, rinf 5
A106/7% (2),7(3), (&), (5}, rinf 7 bis
A106/3 SpIN(p+Np)
Preuve :
(2) Spl.p.Np Al101, 4f 14, rinf 3
(3) SpI.NNp.N (2), AZl rinf 3, rinf 5 : §
(L) SpIN(Np+p (3), AlOS, rinf 6, rinf 3,rinf 5
A106/3 (L4 ARG

), rinf'3, A104, rinf 5

A104 /L SpISNp o
Preuve : df 14, A21, rinf 3, rinf 5, AQ

Les théorémes ci-dessus démontrés, plus les deflnl-—
tions utilisées dans leurs preuves, mettent en évidence lava-
1idité des lois de De Morgan pour la conjonction et la digjme
tion simples, aussi bien de l'équivalence de "qu" avec ==
"N(p.Nq)" et "Np+q". On ne doit pas se méprendré sur la por-
tée de cette équivalence, car 'Z! n'est pas un conditionnel =
pourvu de la condition du MP. I1 se peut fort bien que. "piZg"
et p soient, dans une mesure ou dans une autre, vrais, sans =
que pour autant g soit vrai du tout. Un autre resultat 1nte-
ressant des preuves précédentes c'est 1'1dempotence de la. =
conjontion 81mple et sa commutativité stricte, & quoi s'ajowe
son associativité -que nous démontrerons 1mmed1atement- plus=
la deuxiéme loi d'absorption (qui s'ajoute & A¢) ét la deu--
xiéme loi de distributivité : la distributivité de la disjonc
tion par rapport 4 la conjonction. I1 faut aussi noter l'en-
trée en scéne du foncteur 'S'. - Les théorémes Al106/3 et ALl06/
montrent que la semlafflrmatlon d'une phrase est identique ==
a sa semlnegatlon et & la négation de la verlte, pour elle, =
du prlnc1pe de tiers exclu (qu'elle est aussi la négation du
principe de contradiction, cela va de soi par df 14 + A”l ==
c-d-d la i de la double negatlon)

A107 p+q+rI p+.g+r

Preuve : i . -

(2) Np.Nq.NrI.Np;.Vq.Nr ‘ . A10, rinf 3

(3) M(Np Nq.Nr)IN(Np..Nq.Nr) (?), rinf 4

(4) N(N{p+q).Nr)IN(Np..N(q+r) (3), A105, rinf 3 rinf 5

A107 (L), df 2 |

A108 pl.p+.p.q

Preuve : o .

(2) NpI.Np.N{NNp.q) ’ A8, rinf 3, df 2

(3) NNpIN(Np.N(NNp.q)) (2}, rinf j

(4) pIN(Np.N(NNp.q)) (3), A21, rinf 5

(5) pl.p+.NNp.q T (4), df 2
4108 o _ (5), 421, rinf 5

A109 p+(q.r)I.p+q..p+r

Preuve :

(2) Np.(Nq+Nr)I.Np.Ng+.Np.Nr Al5, rinf 3

(3) Np.N(gq.r)I.Np.Ng+.Np.Nr (2), A106, rlnf 3

(4) Np.N(q.r)I.N(p+q)+N(p+r) : (3),.A105, rlnf 5

(5) N{(Np.N(g.r))IN(N(p+q +N(p+r)) (4), rinf 4 - a8

(6) p+{q.r)IN(N(p+q)+N(p+r)) (5), df 2 _

(7) p+(q.r)I.NN(p+q) NN{p+r) (6), A105, rinf 3, r1nf5
A109 (7), A21, rinf 3, rinf5
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A109/2  F(p.Fp)

Preuve :

(2) FpCFp A103, rinf 3

(3) FFp+Fp (2), df 7

(4) F(Fp.p) Al7, rinf 3, rinf 5
A109/2 (4, A9, rinf 3, rinf 5

4109/3 p.FpIO - | :

Preuve : A109/2, Alfé, rinf 3, rinf 2

A110 0I.p.O

Preuve : LI

(2) p.Fpl.p.Fp . 4101, rinf 3

(3)

p.Fpl.p.p.Fp
(4)

p.Fpl.p..p.Fp
4110

A110/2 1I.p+l
Preuve

(2) 0I.Np.O
) NOIN(Np.O)

) 1IN(Np.O)

) 1IN(Np.NNO)
) 1I.p+NO-
211072

13
(4
{5
(6

4110/3 pI. p+o .5
Preuve : - .

(2) 0I.p.0O v
(3) p+t0I.p.0+0 .~
(4) ptQL.p+.p.0 -
(5) ptOIp 5

'”"A110/3
ATl pI.p.lvi'L
Preuve :.

(2 NpI.Np+O. ,.
(3) NNpIN{Np+0)
(4) pIN(Np+NNO)
(5} pI.NNp.NNNO
(6) pl.p.NO

(7) pl.p.l
Al112 NpVp
Preuve :

(2) pCp .

(3) NNpCp
A113 N(p&Np)
Preuve : ’

(2) NpVNNp
(3) NN(NpVNNp

N ( p&Np

Allh p.Fpl.q

Preuve : 109/3 df 1

Al14/2 pc(q+r)1.pqq+.pcr",

Preuve :
(2)

FpIl.Fp+Fp
(3)

Fp+g+rl. Fp+Fp+q+r

’\< A lO 2,
{2), rinf L

f%,%, A7, rinf 5
(4

A10, rinf 3, rinf 5
), A109/2, rinf 5 . =

‘, rlnf h

), A1G8, rinf '3, rinf 5
, rinf 6 .

All
(3), AlO4, rinf 3, rlnf 5.
(k)
(5)

A110/3, rinf 3

(2), rinf 4

(3), 421, rinf 3, rinf 5
(L), AlOS, rinf 3, rinf 5
(5), A21, rinf 3, rinf 5
(6), daf 18 o

A21,
df 8

rinf 5

. Al0L, A21, rinf 5
- (2), A21, rinf 5

(3), df 9

rinf 3, rinf 6
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(4) Fp+Fp+q+rI.Fp+q+Fp+r 4104, Al07, rinf 3, rinf 5
I.Fp+q+.Fp+r A1lO07, rinf 3 ,
I.pCg+.pCr daf 7

(5) Fp+g+rI.Fp+.q+r 4107,. rinf 3
1.pC.gtr df 7 |
pC(q+r)I pCa+r.pCr  (3), (4), (5), rinf 7 bis

Dans la preuve ci-dessus, nous avons eu recours a =
un procédé que nous avions annoncé et justifié dans le Chapi-
tre 1, immédiatement aprés la dérivation de la-rinf 7. Une
précision sfimpose : le numéral enfermé entre parenthéses de-
vant une chaine de lignes pareille désigne l'equlvalence(i.e.
~la formule dont le foancteur principal .est un 'I') dont le ==
membre de gauche est celui de la premiére ligne de la chaine=
et dont le membre de droite est celul de. la dernlere llgne de
la chaine. -

All5 q.pCp
Preuve : , "
(2) psqCp ' A22, rinf 3
q.pCp (2), A9, rinf 5
All6 pC.p+gq
Preuve : ‘
(2) p.(ptq)C.p*tq All5, rinf 3
3} pl.p..p+q H A8, A?1, rinf 3 =
pC.p+tq : (35, rinf 6, (2), rinf 5
A116/?2 p.qC.p+q
Preuve :
(2) Fp+ A103, df 7
(3) ;Fp+p+ Fg+q 4106, rinf 3 ,
(4) Fp+Fq+ p*q (3), ALOL4, A107, rinf (3),rinf 5
(5) F(p.q)+.p+q © (4); a17, rinf 5 |
p.qC.p+q . (5), df 7
A116/3 FpCF(p.q)
Preuve :
(2) FpC.Fp+Fq A1l16, rinf 3
(3) Fp+FqlF(p.q) Al7, rinf 6
A116/3 S (2), (3), rinf 5
A117 pC.qC.p.q
Preuve :
() p.qC.p.q A103, rinf 3
(3) F(p.q)+.p.q o (2), df 7
(L) Fp+Fg+.p.q o (3), Al7, rinf 5
(5) Fp+.Fg+.p.q = ° (4), A1O7, rinf 5
(6) pC.Fg+.p.q (5), df 7
A117 : (6), df 7
‘All7/2 plpI. qu
Preuve : ; ‘ .
- (2) pIp . AlOol
(3) alq ~ Al01, rinf 3
(4) plp..qlq (2), (3), rinf 8
4LC.7pIpI.qlqg A23
A118 pCqC. GCC rCq
Preuve .: o _
(2) FpCFp: ' . AlO03, rinf 3
(3) FqCFq . . id

(4) rCr : ; T id



36
(5) FFp+Fp- (=), df 7
(6) FFq+Fq (3), af 7
(7) Fr+r (4), af 72
(8) FFp+Fp+.r+.FFq.Fr (5), Al116, rinf 2, rinf 3
(9) FFq+Fq+.Fp+r (6), Al116, rinf 2, rinf 3
(10) Fr+r+.Fp+Fq - (7), A116, rinf 2, rinf 3
(11) FFp+(FFq.Fr)+Fp+r (8), 4106, A109, rinf 3,rinf 5
(12) Fp+r+Fq+FFq (9), 4106, A109, rinf 3,rinf 5
(13) Fp+r+Fq+Fr (10),4106, 4109, rinf 3,rinf 5
(14) 12.13 (12), (13}, rinf & -
(15) Fq+(FFq.Fr)+Fp+r (14), 4109, AlOL, rinf 3, rinf 5
(16) 11.15 ) (11), (15), rinf 8 rin
(17) FFp+(FFq.Fr+.Fp+r)..Fq+.FFq.Fr+.Fp+r (16), A107,rinf3,
(18) FFp.Fq+.FFq.Fr+.Fp+r ~ (17), AlO09, Al0L, rinf 3, rinf 5
(16) F(Fp+q)+.FFq.Fr+.Fp+r (18), alé, rinf 3, rinf 5
(26) F(pCq)+.FFq.Fr+.Fp+r  (19), df 7
(21) pCqC.FFq.Fr+.Fp+r (20), df 7
(22) pCqC.F(Fg+r)+.Fp+r (21), Al8, rinf 3, rinf 5
(23) pCqC.F(qCr)+.Fp+r {22), df 7
C.qCrC.Fp+r o af 7
C.qCrC.pCr S daf 7
A119 pC(pCq)I.pCq
Preuve ,
(2) Fp+(Fptq)I.Fp+Fp+q . 4117, rinf 3, rinf 6
(3) Fp+Fp+ql.Fp+q - A102, rinf 3, rinf 5
(L) Fp+(Fp+q)I.Fp+q (2), (3), rinf 7, rinf 6
(5) pC(Fp+q)I.Fp+q (4), df 7 R
A119 (5), daf 7
A170 Fp+p+q
Preuve : o o
(2) pCp : A103
(3) Fp+ (2), df 7
(L) 3C./3+q Al116 rinf 3
A17Z0 (L)
A120/2 p+qCrI.pCr..qCr ,
Preuve : .
(2) F(p+q)+rI.Fp.Fq+r - Al18, rinf 5
(3) Fp.Fa+trli.r+.Fp.Fq 4104, rinf 3
(4) r+(Fp.Fq)I.r+Fp..r+Fq Al09, rinf 3
(5) ©r+FpI.Fp+r AlO4, rinf 3
(6) r+Fql.Fg+r . Al04, rinf 3 o
(7) dextLI.pCr..qCr (5), (6), rinf 5, df-7- -
(8) sinlIdext? 2, (3), (&), (7), rinf7 bis
A120/2 T (8), df 7 : o

Comme on le voit, dans cette derniére preuve nous
avons fait usage de certains procédés pour diminuer quelque
peu la longueur de la démonstration, comme, p.&X., accumuler=

non.

diverses inférences dans une méme ligne (qui, & la rigueur, =
devrait étre déployée en plusieurs) et une . utilisation ite .

rative de la rinf 7 par simple induction mathématique.
A120/3 p.qCrl.pCr+.qCr

Preuve :

(2) F(p.q)Il.FptFq Al7

(3) p.qCrl.Fp+Fg+r df 7, A101, (2), rinf 3, rinf 5
I.Fp+Fq+.r+r Al102, rinf 3, rinf 5 :
I.Fp+Fg+r+r Al07, rinf 3, rinf 5
I.Fptr+Fq+r A104, 4107, rinf 3, rinf 5
I.Fp+r+.Fqg+r A107, rinf 3, rinf 5

I.pCr+.qCr daf 7
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A120/L pCq+. qCr

B

Preuve : _
2) Fq+q+.r+Fp A120, rinf 3
(3) q+Fg+.r+Fp : Ath, (2), rinf 3, rinf 5
(4) q+Fg+r+Fp 4107, (3), rinf 3, rinf 5
(5) Fp+q+Fg+r Al104, (4), rinf 3, rinf 5
(6) Fp+q+.Fg+r A107, (5), rinf 3, rinf 5-
4120/4 (6), df" 7 ‘
A121 pC.pCqCq
Preuve : .
(2) FFp+Fptq A120, rinf 3
(3) Fg+g+Fp A120, rinf 3
(L) 2. ~ (2), (3), rinf 8
(5) Fp+.FFp.Fq+q (4), AlOL, A107,.A109, rinf 3,rin’
(6) Fp+.F(Fp+q)+q (5), Al8, rinf 3, rinf 5
(7) Fp+.F(pCq)+q (6), df 7
pC.F(pCq)+q (7), df 7
C.pCqCq daf 7
A172 pC(p.q)C. pCq
Preuve :
(2) p.qCqC.{pC.p.q)C.pCq 1118, rinf 3
(3) sin2 A115, rinf 3
A122 (2), (3), rinf 2
Al22/2 pC{q.r)C.pCr _
Preuve : Al1l5, rinf 3, Al118
4123 pC(qCr)I.qC.pCr
Preuve : , o L
(2) Fp+(Fq+r)I.Fp+Fq+r 4107, rinf 6, rinf 3. -
(3) Fp+(Fg+r)I.Fq+Fp+r (2), Al104, rinf 3, rinf 5
Al123 (3), df 7

Le Sch 1, en dépit de sa grande puissance et du réle
majeur qu'il a joué jusqu'ici, ne permet, & chaque appllca-—
tion, que le remplacement d'une formule par une autre, & par-
tir de 1l'antécédent affirmant leur équivalence, dans une = ==
seule occurrence de l'une d'entre elles. On peut prouver ==
malntenant une generallsatlon ol cette restriction est elnmf%

Sch 1' pIqC. ...p--=I.. .q--= :
(quel que soit le nombre d!occurrences ol p est
remplacé par q dans "...p---", pourvu que les =
seuls foncteurs qui affectent ces occurrences
soient ... -comme pour Sch 1)

han

euve : , o |
) pIgC. «..p==-P-==Pomme.s.le..qocapoapoma... Schl
) pIqC.2I.pIcC. ...p-==p===p-==¢..l...Qu~=ge-=-p===... Schl
) dext3C.20C.dextdext3 A20, rinf 3

)  4C.3C.7pIsCdexti A118, rinf 3 :

) 2C./pIqC.dextdext3 (5}, Al23, rinf 3, rinf 5
pIquextdextdext3 (6), A119, rinf 3, rinf 5

~ Ainsi, nous avons prouve que chaque fois que, en ver
tu de Sch 1, nous pouvons procéder & n remplacements, nous
pouvons aussi procéder a n+l remplacements

]

Desormals nous lirons touJours Sch 1 comme Sch 1
et de méme chaque régle d'inférence obtenue & partir
Sch 1 comme permettant d'effectuer simultanément un nombre
quiconque de remplacements d'équivalents, dans les contextes
ou elles permettent un tel remplacement. Il faut préciser,

i;av

il ll It ©
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par ailleurs, que, si jusqu'ici nous avons parf01s falt un em-
p101 itératif du Sch 1 ou de rinf 4 ou de rinf 5, cela était,

4 ce moment-ld, une 51mp1e abréviation informelle; la dlffe--
rence résgide donc en ce que, maintenant, nous avons’ & considé
rer de semblables emplois itératifs comme plelnement formels—
et non plus comme de simples abrév1at10ns

Al23/2 pIqC.qIp

Preuve :
(2) pIgC.pIpl.qlip Sch 1
(3) pIpI(gIp)C.pIpC. qu A20, rinf 3
(4) pIlaC.pIpC.qlp | (2), (3), rinf 3
(5) pIpb IqC qlp " (&), Al23, rinf 3, rinf 5

Al=3/2 .+ .o (5), al01, rinf 3, rinf 2

Al24 pC{qCr)C.qC.pCr .
Preuve : AlR3, A20, rinf 3, rinf 2

Al25 pCqC.qCrC;pCr

Preuve :

(2) gqCrC.pCqC.pCr , A118, rinf 3 .

AlR5 S (2), A124, rinf 3, rinf 2

A125/2 pCqC.r.pCq
Preuve :

(2) r.pCpC.pCqC.r.pCq Al125, rinf 3

(3) sin2 Al15, rinf 3

Al125 bis (2), (3), rinf 2

4126 pI(p.q)C.pCq
Preuve : :

(2) pI(p.q)C.pC.p.q' : A20, rlnf 3

(3) dext2C.pCq A122

-~ 2C.3C./sin2Cdext3 Al25, rinf 3

'A126/2 pDqC.pCq  (Preuve : A126, df 10)
. Al27° pC. qCp . oy

Preuve
(2) Fp+ 4103, df 7
(3) 2C./Fp+p+Fq A1167 rinf 3. :
(4) Fp+.ptFq (3), A107, rinf 3, rinf 5
(5) . Fp+ Fq+p - (h), 4104, rinf 3, rinf 5
A127 : (5), df 7
A127/2 pCqC.pC.rCq
Preuve o ——
(2) gqC.rCq~ =~ - Al27, rinf 3 .
2C.7plqC.pC.rCq - A118, rinf 3 RV
Al28 pC. Fqu ‘
Preuve
(2) - FpCFp : ~ A103, rinf 3
3). FFp+Fp . (2), df 7 '
L) Fp+FFp _ (3), Alos, rlnf 3, rlnf 5
5) L4C./Fp+FFp+q Al116, rinf 3 ’
6) Fp+.FFp+q (5), 4107, Tinf 5
4128 (6), df 7
iy 128/2 FpC.pCq
Preuve :

(2)  FFp+Fp 4103, rinf 3, df 7




(3) FFp+Fp+q
(4) - FFp+.Fp+q
A128/2

A129 pC(gCr)Il.p.qCr

Preuve :

(2) pC(qu)I Fp+.Fq+r
I.Fp+Fg+r.
I.F(p.q)+r
I.p.qCr

4129/2° pCq.(qCr)C.pCr
a130 p.FpCq.  (Preuve
A130/2 0Cq - (Preuve : A

A131 pC.qCrC.qC.r.p
Preuve :

Fp+ .
2C./Fptp+.Fq+Fr
Fr+r

40_7Fr+r+ Fp+Fq
FFq+Fq

6Cg7FFq+Fq+ Fp+.r.p
3

N

Fp+Fq+(r.p)+Fr
Fp+Fq+(r.p)+FFq
9.10

Fp+ (FFq.Fr)+.Fg+.r.p
pC.FFq.Fr+Fg+.r.p
pC.F(Fg+r)+.Fq+.r.p
C.Fg+rC.Fg+.r.p
C.qCrC.Fq+.r.p
C.qC.r.p

0 0~ W W

A131/2 pCq.{pCr)I.pC.qsr
Preuve : .
(2) Fp+r(q.r)I.Fp+t.q.r
(3) Fp+tqe(Fp+r)I.Fpt.q.r
A131/2 o

A131/3 pCqC. pCrC.pC.q.r
Preuve :

—4R) AlBl/ZC 7qu (pCr)C.
: 413173 S

A131/4‘ quc,pc.p.q, (Pr

A131/5 pCqC.p.rC.q.r
Preuve : o

(2) pCgC.p.rCq- .
(3) p.rCqC.p.rC.p.r.q
(L) p.r.qC.q.r
(5) dext3C.p.rC.q. r
(6) sin3Cdextb

A131/5

A132 pC(qCr)C.pCqC.pCr
Preuve : : '
(2) FFp+Fp

(3) Fp+Fg+rC.Fp+Fa+r
(L) FFp+Fp+r

RS

(2), All6, rinf 3, rinf 2
(3), A107, rinf 5
(4), df 7

A101, rinf 3, d4df 7

- A107, rinf-3, rinf 5
Al7, rinf 3, rinf 5
af 7

(Preuve E'AlZS, A129, rinf 3, rinf 5)

: AlR8, 4129, rinf 3, rinf 5)

130, All4, df 1)

A103, 4df 7
A116, rinf 3
A103, daf 7

A116, rinf 3
A103, df 7

4116, rinf 3

, (5), rinf 8

—
AV}
~—

(8), A109, rinf 3, AlOL, Al107,rinf
(7), AlOL, A107, rlnf 3, rinf 5
(9), (lO),,rinf 8

(11), 4109, rinf 3, AlOL, A107
(12)] af 7

(13), Al8, rinf 3, rinf 5

df 7 o

af 7

df 7

4101, rinf 3 |
A109, (2), rinf3, rinf 5
(3), af 7 |

pC.q.r A20, rinf 3
N (2}, A129, rinf3,rinf5

euve : Al131/3, Al03, rinf 3, rinf2)

A125/2, A9, rinf 5

AlBl/h, rinf 3

A9, A10, All5, rinf 3, rlnf 5
A125, rinf 3.

(3), (5), Al25, rinf 3, rinf 2
(2), (6), A125, rinf 3, rinf 2

4103, df 7, rinf 3
4103, rinf 3
(2), 4106, rinf 3, rinf 2



4C. 7Fp+Fq+rC Fp+Fq+r+4 Ly

(5) Al131, rinf 37/ rinf 5
() Fp*Fq+rC.FFp.Fq+.Fp+r (5), A104,A109,rinf3,
(7) FprFq+trC.F(Fp+q)+.Fp+r (6), Al18, rinf’ 5,rinf 3
(8) Fp+(Fq+r)C F(pCq)+.Fp+r (7), A107, df 7, rinf 3,rinf 5
4132 | (e, ar 7

Al132/2 rCscC. pC(qu)C pC. qu
Preuve : :

(2) qCrC.rCsC. qu Al125, rinf 3

3) 2C./pC2 - Al127, rinf 3

L) 3C./pC(qCr)C.pCerCsC.qCs ~ 4132, rinf 3

5) pClrCs.qCs)C.{pCsrCs)C.pC.qCs Al32, rinf 3

6) pC(rts)C.dextLC.pC.qCs (5), Al24, rinf 3, rinf 2

7) rCsCsiné . A127, rlnf 3

8) rCsC. dextuC.pC.qu (6) , rinf 9

9) dext4C.rCsC.pC.qls (8 ), A123, rinf 3, rinf 5

10) sin4Cdext9 g (9), rinf 9

), Al23, rinf 3, rinf 5

rCsC.sin4C.pC.qCs

Nous expbiterons par la suite ce théoréme pour obte -
nir des raccourcis de preuves, puvant greffer un conditionnel
valide, non seulement sur le foncteur conditionnel principal=
dtune ligne, mais aussi sur des foncteurs conditionnels si-
tués plus & droite. Supposons que "rCs" soit un theoreme,
. alors on peut construlre une chaine comme suit
(n)" pC.qCr ‘

Cs e
(La derniére ligne de. la preuve de Al31l préfigurait cet empld
mais %a il s 'agissait" seulement d'une substltutlon deflnltlon
nelle :

A132/3 p+qCLrC.r.p+.r.q
Preuve : ptqC.rC.p+q

3

Al27, rinf 3

C.rC.r..p+q Al131/4 rinf '3
Cor.pt.r.q Al5, rinf 3, rinf 5

A133 pCqC.FqCFp {
Preuve : !
() FFpt+Fp+q- E A120, rinf 3
(3) FFq+Fq+Fp id -
(4) 2.3 (2), (3), rinf 8 :
(5) FFp.Fg+.FFq.Fp 4104, A109, (L), rinf 3,rinf 5 :
(6) (5), Alg, rlnf 3, rinf

F(Fp+q)+.FFq+Fp 5 R

A133 (6), df 7
Al34 FO (Preuve : AlO9/2,kdf 1, rinf 3) . /FIRTTFIRTS)
A134/2 pCq.(pCFq)CFp  (Preuve : A131/2, A133 2123, 4134,
Al35 H1 (Preuve : Al34, AR1l, df 18, rinf 3, rinf 5)
Al135/2 OIN1  (Preuve.

:,Alol,.rinf 3, A21, rinf 5, df 18)
A136 NpINqC plq Ve )

Preuve NpINGC.NNpINNG : Sch 1

‘ C.plq ‘A21, rinf 3, rinf 5
A137 pC.LpIl - ! |
Preuve pCFFp. . . A103, rinf 3, df 7, A104 rinf 5
C.FpIO A16
C.NFpINO Sch 1
C.LpIl - af 18, df 4
A137/2 pC.FpIO . (Preuve : A137, df 18, df 4, 4136, r1nf3) ;
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Chapitre 4.- SURNEGATION ET SURAFFIRMATION

Tout en poursuivant la démonstration de théorémes re-
latifs au conditionnel fort, nous consacrerons l'essentiel de
ce chapitre & prouver certains théorémes sur-les foncteurs =
de suraffirmation ('H') et de surnégation ('F'), de méme 'que= -
sur 1'affirmation affaiblie ('L').

A138 FpINLp

Preuve : FplFp A101l, rinf 3-
INNFp AR, rinf 3, rinf 5
INLp af 4.
A139 HpINLNp
Preuve : HpIFNp A101l, rinf 3, df 5
INLNp A138, rinf 7
4139/2 LpINHNp
Preuve :
(2) HNpINLNNp A139, rinf 3
INLp : A21, rinf 3, rinf 7
(3) NHNpINNLp ’ (2), rinf L
ILlp A?l, rinf 3, rinf 5°
A139/2 (3), rinf 6
A140 ~pILNp , :
Preuve : -pINFNp A101, rinf 3, df 6
INNLNp A138, rinf 7
ILNp 421, rinf 3, rinf 5

A14,0/2 -pIFHp
Al141 -pINHp (Preuve : Al0l, rinf 3, df 6, df 5) .
Al42 FpIHNp (Preuve : A101, rinf 3, df 5, A2l, rinf 5)

Al45 HHpIHp ‘
Preuve : HHpIFNFNp A101, rinf 3, df 5

IFFFNp A19, rinf 3, rinf 5
INFFNp id ' L
INNFNp id
IFNp A21, rinf 3, rinf 5
IHp daf 5 ;
AlhL6 HLpILp , - ,
Preuve : LpINFp A101, rinf 3, 4df 4
IFFp A19, rinf 3, rinf 5
IHLp Alhk2, A139, rinf 5
Al47 LHpIHp -
Preuve : LHpINHNNLNp A139
INHLNp A21
INLNp A1L6
IHp . - A139
Al48 LLpILp SRR - o o
Preuve : LLpINFNFp: -~ A101, rinf 3, df 4
INHNNHNp AlL2 il ‘
INHHNp =~ . A?1, rinf 3
INHNp o A1L5
ILp . Al39/2

Comme on l'aura constaté, nous avons sous-entendu =
dans les derniéres preuves les références aux régles dtinférene
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sulvantes

teurs 'F', 'L', TH' et !
N° 2 de ce Livre.
routine.
A159 L(p+q)I.Lpt+Lg
Preuve : L(p+q)INF(p+q)
IN(Fp.Fq)
I.NFp+NFq
I.Lp+Lg
A160 H(p+qg)I.Hp+Hq
Preuve : H(p+q)IFN(p+q)
- IF(Np.Nq)
I.FNp+FNgq
I.Hp+Hq

A161 L(p.q)I.Llp.Lg

Preuve L{p.q)INF(p.q)
IN(Fp+Fq)
I.NFp.NFq
A162 H{p.q)I.Hp.Hq
Preuve ‘H(p.q)IFN(p.q)
IF(Np+Nq)
I.FNp.FNg
I.Hp.Hq
A163 pVal.Hp+q
Preuve pVaI.NpCgq
I.FNp+q -
I.Hp+q
Al6L p&ql.lp.q
Preuve : p&gIN(NpVNq)
IN(HNp+Ng)
I.NHNp.NNg
I.Llp.q
A165 pCqIN(Lp.Nq)
Preuve pCal.Fp+q
I.NLp+q
I. NLp+NN
- IN(Lp. Nq?
Al166 pCql.lpZq (Preuve

A167 p+qC.pCr.(qCr)Cr
Preuve :
FFp+Fp+.(FFq.Fr)+r

——
N
~—

Fg+(FFp.Fr)+

: rinf 4, rinf 5,
tiendrons & cette pratique désormais.
complémentaires énongant des €quivalences concernant les fonc
~-!' pourront &tre touvés dans l'Annexe
Les preuves en sont une simple af ‘aire de=

(3) Fp+FFp+(FFq.Fr)+r
(4) Fr+r+.Fp+.FFq.Fr
(5) Fp+Fr+(FFq.Fr)+r
(6) FFq+Fq+.(FFp.Fr)+r
(7) Fg+(FFp.Fr)+FFg+r
(8) Fr+r+.Fq+.FFp.Fr
(9) Fq+FFp.Fr)+Fr+r
(10) 3.5

(11) Fp+(FFp.Fr)+(FFq.Fr)+r
(12) 7.9

(13)

(FFqQ.Fr)+r

rinf 6 et rinf 7.

410X, rinf 3, d4df 4
Al8

A106, rinf 3

af 4

Al101l, rinf 3, df 5
A105

Al7, rinf 3

afs

A101, rinf 3, df 4
Al7

4105, rinf 3

A10l, rinf 3, df 5

A106, rinf 3
Al8, rinf 3
df 5

A10l, rinf 3, df 7
af 7
df 5

Al10l, rinf 3, df 9
A163
A105, rinf 3

A139/2, A21, rinf 3

4101, rinf 3, df 7
A138
A71,
AlOé

rinf 3
rinf 3

: Al65, df 3)

rinf 3
(2), A107, A1OL,
A107, rinf 3
(4), A107, AlOL,
A120, rinf 3
(6), A107, A104,
A120, rinf 3
(8), A107, Al1O4, rinf 3

A120, s
rin

rinf 3

rinf 3

(3), (5), rinf &
(10), A109, rinf 3
(7), (9), rinf 8
(12§, ALO9, rinf 3

Nous nous en
Un nombre de théorémes



(14) 11.13

(15)

(16)

(18) F(p+q)+.
A167

A168 pC. Fqu

Preuve :

(2) pC.FpIO
FpIOC.A110IFpI.q.Fp

L N ey . ———
NowmE W
et Nt i S S

A168

Fp.Fq+.FFp.Fr+(FF

I.Fp

A169 p+q.(qu)C.p+r

Preuve :

N

3.4

H\O 0~ ONVIUTE W

— T S~ — o, o, g

169

Fp+p+(FFq.Fr)+r
FFq+Fq+.p+r
Fr+r+.Fq+p

Fq+(FFq.Fr)+p+r -
2.6 :

-+ q

dext3C.A110C. FpI Fp q
FpIOCdexts

pCdextl ‘
A110C,/pC.FpI.Fp.q

F. Fq+(FFq.Fr)+. p+r
F p+q)+F(Fq+r)+ ptr

) F(p+q..Fgrr)+. p*r.
A

(11),
Jr)+vr  (14),
Flp+q)+. F(Fp+r)+F Fq+r)+r (15), A8, rinf 3
(Fp+r) S5Eg+r))+r f%?%’

. 43
(13), rinf 8
A109, A107, rinf 3

Al17, rinf 3
df 7

A137/2

Sch 1 - ‘
A9, rinf 3
A20, rinf 3

(4), (3), rinf 9

(5), rinf 9 .

2),
(6), A Al23, rinf 3
A7),

df 10

A120, rinf 3

id

id e |
(3), (4 ), rinf . 8

(5), AL09, AlOL, AlO07, rlnf 3
(2), (6), rinf 8

(7), A109, 4107, rlnf 3

(8), Al18, rinf 3

(9), A17, rinf 3

(10§, daf’7

Al169/2 pC(q+r)C.F(p;r)C.qu

Preuve :

n

345

R~ W

PN SN N TN o T, P, P P, e,
Nt N e e

O

Al69/2

 Flp+Lp#xq+.Llp.Fq.Fr
FLr+Lr+.Fp+q
Fq+qg+.Fp+Lr
Flp+Lp+.q+Lr

Lr+Fp+g+.Lp.Fq.Fr
2.7

A169/3 pC{q+r)C.rCFpC.
Preuve : A169/2 A9, Al? + df 7, rinf 3

Al?O LpCp
Preuve :
(2) Fp+p
(3) FLp+p
(4) LpCp
A171 pClp
Preuve -
(2) FFp+Fp.
(3) Fp+FFp
(4) Fp+Lp
(5) pCLp

E
Lﬁ.Lr+.(Lp Fq.Fr)+.Fp+ g
FFp.FFr+. (FFp..Fq.Frj+. Fp+q(
(
(
(

pCa

F(Fp+Fr)+. F(Fp+ qtr)+.Fp+q
Fp+FrC. (Fp+.q+r)C.pCq
F(p.r)C.(pC.q+r)C.pCq

A120, rlnf 3

id e ,
id . ‘
1d : -/ vement)

4%/2(5)0r1nfg (1t8§at1—f3
5 A104,Al 7 Al rin
7), rinf & / A £io9

1

3), |
),Al
2), (
8), Al156/2,rinf3, AlOa A107,.
9), 4157, A10

10§, Al7, Al8, rinf 3
11),

12), 7, Al7, rinf 3
13), A123, rlnf 3 7

A103, df 7°

(2), Al56
(3), df 7

AlOB daf 7

(2
(3
(4

), 4104, rinf 3
3), Al57
L), df 7



L
Al171/2 pCFqC. qCFp
Preuve :
(R) pCFqC.FFqC.Fp‘
(3) FFqC.pCFqCFp -
(4) LqC.pCFqCFp
(5) qCLq

Cdextl
Al71 bis

Al172 p=Lp (Preuve:

(3)
C.pI.p.q
A177 ‘
4177/2 pDNq=qDNp

A177/3 NqC.pDqCNp

Preuve :

(2) pDqC.NgDNp
C.NgCNp

Al77/3

Al178 HpDp
Preuve :
(2) NpDLNp

NqI(Np.Ngq)C.NpIN(p.q)

(Preuve: :

A133, rinf 3

(2), A123, rinf 3

(3), A157, rinf 3

Al71, rinf 3

(4), All8, rinf 3, rinf 2»
(5), Al123, rinf 3

4170, A171, rinf 8, df 11)

Al72/2 Np=-p (Preuve : A172, A1lLO, rinf 3)
A173 p+q=.Lp+Lg (Preuve : Al72, rinf 3, Al59
A173/2 p.q=.Lp.Lq (Preuve : Al72, rinf 3, A161) /IR
Al74 FpC.pDqg (Preuve : A110, Al6, df 10, Sch 1, A20,rinf 3
Al75 pDLp
Preuve :
(2) pC.LpIl . A137
(3) LleC Al11T.pI.p. Lp Sch 1, Al23/2, rinf 9
I.pDLp df lO
(4) dext3C.AlllC, pDLp © _AR0, rinf 3
(5) sin3Cdexti. :(3), (4), rinf 9
(6) pC.alllC.pDLp (2), (5), rinf 9
(7) Al11C./pC.pDlp . . (6). Al23, rinf 3
(8) Fp+pC.((FpCs pDLp) (pC.pDLp))C.pDLp .. Al67, rinf 3
(9) dexts8 (8?, 4103, df 7, rinf 2
(10) FpC.pDLp Al7L, rinf 3
(11) 10.7 (10), (7), rinf 8
pDLp (9), (11), rinf 2
A175/2 pELp (Preuve : Al75, Al71, rinf 8, df 20)
A176 pDg=.qIl.p+q
Preuve :
. (2) pI(p.q)C.prql.p.q+q Sch 1
S . C.p+qlq 4104, A108
‘ C.ql.p+tq . Al23/2
(3) - qI{p+q)Cup.qI.p..p+tq Sch 1, rinf 9
C.pl.p.q . . Al23/2, A8
(L) 2.3 . (2), (3);.r1nf 8
Al76 (4), df. 10 df 11
A177 qu—.NqDNp
Preuve :
(2) pI(p.q)C.ql.p+q Al176, df 11, A22, rinf 3, rlnf 9
C.NqI.Np.Nq Sch l, rinf’ G, A105

Al76,rinf3,rinf9,df11,A72, A106 =
Al36
(2), (3), rinf 8, df 10, df 11

al77, A21, rinf 3)

A177, df 11, AZ27, rlnf 3 rinf 9
A126/2, rinf 3
(2), 4129, rinf 3, rlnf 2

 A175, rinf 3
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(3) NLNpDNNp . . ’ (2), 4177, rinf 3, -rinf 12a
| “HpDp~ . (3), A139, A2l o
A178/2 1 (Preuve : A135,A178, rinf 3, 4126/2 , rinf ?)
A178/3 p=.LpTl o -
Preuve : : .
(7) LpIlC.1ILp A123/2, rinf 3
C.1CLp - AZ0,  rinf 3 -
== {(3) A178/2C./LpllCLp (2), al23
(4) A137.3° 7 ~ o+ al27, (3), rinf 8
A178/3 , (4), af 11 :

A178/4 L1 (Preive : s178/2, 4175, rinf 3, A126/2, rinf 2)
A178/5 FpDNp (Preuve : A178, Al4R, rinf 3)

Avant d'aborder le Chapitre 5, quelques remarques =
sur les résultats déja acquis paraissent s'imposer. Nous ==
avons pu voi* dans les quelques pages qui précédent comment =
les propriétés des foncteurs 'C! et 'D! se ressemblent & cer-
- tains égards, touten différant trés nettement sous dlautres=
rapports. Pour la négation forte, les deux conditionnels:pos
sédent la propriété ‘du modus tolleng, tandis que pour la néga
tion simple seul 'D' la posséde. Chaque fois que nous avons=
une négation, nous avons aussi un conditionnel fort, mais non
pas reciproquement. Pareillement, -chaque fois que nous avons
une équivalence, nous avons un biconditionnel, mais non pas. =
vice versa. Par ailleurs, nous avons rencontré -et nmous ren-
contrerons encore par la suite~ de trés nombreuses versions =
de théorémes du .CSC qui sont valides pour les foncteurs 'C! &
D' mais -et c'est 13 précisément que réside 1'intérét @ un
systéme plus complexe-~ il ne s’agit pas des mémes théoréms

vis-a-vis des m8mes foncteurs. oo T o

Un des traits lec plus saillants du corps de théoré—
m.c déja démontrés est la distributivité et de la suraffirma
“tion et de la sous-affirmation ('H' et 'L!, respectivement) =
aussi bien vis-a-vis de la conjonction que vis-a-vis de ‘la
disjonction. On pourrait considérer en quelque sorte le fonc-
teur de suraffirmation comme un foncteur de nécessité, celui=
de sous-affirmation comme un foncteur de possibilité; et, par
suite, on serait & r3me de s'attendre & ce que le premier fiit
distributif par rapport & la conjonction seulement, le second
par rapport & la seule disjonction. Eh bien, non! Leur dis-
tributivité est, & ce propos, identique et générale. Il y a
cependant une différence essentielle entre eux : "Hp" ne peut
pas étre vrai sans que p soit -plus ou moins- vrai mais, .en
revanche, p peut &tre v et "Hp" tout a fait faux zé savoir,=
si p posséde une valeur de vérité intermédiaire). Au contrai
re, bien que "LpDp" ne soit pas valide (car du fait qu'il sdt
tout a fait vrai qu'il est plus ou moins vrai que p, il ne ==
s'ensuit point, bien entendu, qu'il soit au moins aussi vrai=
que p), "LpCp" est valide (cf. A170); dés Iors, p et "Lp" ==
sont solidaires, 1l'un dfeux ne pouvant pas étre vrai:sans=
que l'autre ne le soit, ne flit-ce qufinfinitésimalement. '° I1
faut noter que les foncteurs 'L' et 'H!' gse comportent, quant
4 la préfixation itérative, compme les foncteurs.'de .nécessité=
et de possibilité dans S5. “Ceti est di au fait qu'une for
mule comme "Hp" ou "Lp" ne peut préndre que deux valeurs =
soit elle est tout a fait vraie, s6it elle'est tout & fait=
fausse. (Ceci se référe, bien sfir, seulement & chaque compo-
sante aléthique; car il se peut fort bien qu'd certains égards
il soit tout & fait vrai. et & dautres égards tout a fait ==
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faux, p.ex., qu'il est plus ou moins vrai que p (c-a-d que Lp
ou bien qu'il est exact que p (c-a-d que Hp).

Chapitre 5.- CONDITIONNEL FAILEL;MPLICATION

Si le conditionnel fort est 'C!', qui posséde la pro-

priété du modus ponens, comme nous le savons, le conditionnel
faible est, en revanche, 'Z%, qui ne la posséde pas. Néan---
moins, 'Z! partage avec l’implication ou surconditionnel =
D' une propriété qui manque a 'C' : la formule du modus
tollens par rapport & la négation simple est un théoréme, aus
si bien pour 'D' que pour 'Z', tandis qu'elle ne l'est pas =
pour 'C'. Toutefois, pour une formule en 'Z', on ne peut pas
utiliser un pareil théoréme pour conclure, pe ex , a partir =
des prémisses "Nq" et "pZq" (méme si elles sont préfixées du
foncteur 'B!') que "Np", car, 'Z' ne possédant pas la proprié-
té du MP, il ne possede pas non plus la propriété du modus =
tollens, méme si -ce qui est tout autre chose- la formule du
-modus tollens est yalide. Au surplus, il faut noter =
que,”par rapport 4 la surnégation, le modus tollens n'est pas
valide, méme comme simple formule théorématique, pour le con-
ditionnel faible, tandis qu'il 1l'est pour I'implication comme
pour le conditionnel fort.

Nous avons dega rencontré plu51eurs formulations va-
lides dans As des principes de non-contradiction et de tiers
exclu. Nous continuerons d'en rencontrer, et tout de suite =
on pourra s'en apercevoir (nous verrons aussi comment le
principe d'identité est valide lorsqu'il s'tagit du condition-
nel faible, comme il 1l'est pour les autres conditionnels).
Enfin; ce chapltre se terminera par une série de théorémes
concernant l'équivalence, qui seront largement utilisés dans=
les chapitres suivants, et surtout au Chapitre 9. :

o

imu

Dans ce qui suit nous omettrons toute référence aux=
régles d'inférence rinf 3 et rinf 2.

A179 pVqC.ptq’

Preuve :
(2) q+Hp.(HpCp)C.q+p A169
(3) HpCp df 10, A178, AlRé
(4) qt+HpC.gq+p (=), (3), A129 Al2L
(5) Hp+qC.p+q (L), ALOL

A179 (5), 4163

Al8O Np+tp  (Preuve : A112, A179)
A180/2 Np+q+p

Preuve : o :

(2) ~ Np+p , A180

(3)  Np+p+q . (2), A116

~Np*q+p - (3), A10L, A107
A180/3 quC quZ er
Preuve : : :

2) Np+Nr+r A180/2, A10L

3) Np+qC.Np+g+r Al116
(4) 2C.3C./Np+qC.Np+g+r..Np+Npr+r . Al131

C.Np+r+q..Np+r+Nr A104, A107

C.Np+r+.q.Nr A109

CoqoNr+.Np+r A104

C.qZrZ.pZr A20, A105, A106/2
A180/3 (4), A106/2
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4180/4 pZHp (Preuve : A4103/2, A104, A106/2
A181 N{p.Np)
Preuve : .
(2) p+*Np A180, A104
(3) N(Np.NNp) (2), df 2
(L) N{Np.p) 421
Al81 (L), A9 , ,
ir de A180/2 comme celle de =

A181/2 N(p.q.l Vp) (Preuve & part

. Al&l & partir

(Preuve : All
Al8l “daf 3)

A181/3 NpCN(p q)
A182 pZp (Preuve :
A182/2 pCq.(NpCq)cCq

A182/3 pCq.(FpCq)Cq (Preuve si
df 7, au lieu de Al80)'

(Preuve

de A180,- en utlllsant en outm

6, AlO6)

: A180, AlOL, A167)

milaire, & partir de A]OB +

A183 NSp (Preuve : Al81, df 14)
A18L4 pCqCpCp L
Preuve :
(2) FFFpIFp Al157/2
(3) Fp+p+.FFq.Fp A120 ‘
(4) FFFp+p+.FFq.Fp (2), (3)
(5) 4.3 (L), (3), rinf 8 -
(6) FFFp.Fp+(FFq.Fp)+p (5, AlOL, 4107, A109
(7) FEFp+FFq.Fp+p : (6), Al5
8) F(FFp.Fq).Fp+p (7), aL7"
9) TFFp.Fq+pCp (8), A18, d4f 7.
(10) F(Fp+q)+pCp (9), a18"
(11) Al8L : (10}, dr 7
A185 pCqC.rCsC.p.rC.q.s ,
Preuve : o L
(2) FFpt+Fp+.FFr.Fs+Fr+.q. s A120
(3) Fq+q+.FFr.Fs+Fp+r A120
(4) FFr+Fr+.Fp+s A120
(5) Fs+s+.Fq+Fp+Fr , A120
(6) Fq+(FFr.Fs)+Fp+Fr+s (L), (5), Ath, AlO7, A109
(7) Fq+(FFr.Fs)+Fp+Fr+.q.s (3), (6), id
(8) FFp.Fq+.FFr.Fs+.Fp+Fréiqes (29,'(7), id-
(9) F(Fp+q)+.F(Fr+s)+.F(p.r)+.q.s (8}, 418
A185 (9), df 7
A185/2 p.qCrC.p'Cp.(q'Cq)C.p'.q!Cr
Preuve : o '
(R) pr'.q'C(p.q)C.p.qCrC.p'.q!Cr" Al25 - -
(3) p'Cp.(q'Cq)C.p'.q'C.p.q . - A185, A129
(4) p'Cp.(q'Cq)C. D quC p‘.q'Cr - (3), (2), rlnf 9
4C. A185/ , AT2 -
A185/3 pCq+(p qu p'C.q.q’
Preuve : qu+ p'Cq! ?I Fp+q+.Fp'+q' df 7
I.Fp+.q+Fp'+q' A107
- YT.Fp+Fp'+q+q! Ath,_AlO?
 T.Fp+Fp'+.q+q'  A107
" I.F(p.p')+.q+q' Al7
I.p.p'C.q+q" . df 7 -
A186 pCrC.qCrC.p+qCr (Preuve : A167, Al2h A129)
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A187 p=ql.p.q+F(p+q)

Preuve :

(2)  F(p+q)+OIF(p+q)

) F(p+q) (q.Fq)IF(p+q)

) Fp.p+t(q.p)I.q.p

) 3C./sin3+dextLI. dext3+dext4

)  LCT5I, 731n3+51nh1 dext3+dextl
) sin3+sin4I.Fp+q..Fq+p

)

0 oW \w

I.p=q
dext3+dexthI p. q+F(p+Q)
A187

A110/3

(2), df 1
A110/3 A109/3
Sch

Sch 1

Al5

df 7, df 11 -
4101, A9, A1OL
(6), (8), (9)

A187/2 p=ql.p+qC.p.q (Preuve : Al87, AlOL, d4f 7)

A187/3 pC.p.q=q

Preuve :

(2) pC.qC.p.q CAl17

(3) pC.p.qCq A22, A9 A127

(L) PpC.dext2.dext3 (2), (3}, a131/3
A187/3 (&), df 11

A187/4 N p.q+p=.p+q <

Preuve : ' :

2) Np.q+pI.p+Np..p+q A10G, A104

3) ptNpC.dextR=.p+q A187/3

(4) p*NpC.sin2= p+q | (3), (2)
dextl4 Al80 A104

A187/5 Fp.q+p=.p+q
A187/6 Fp+q.pl.p.q

/ lien de A180 ¥
(Preuve 51m11a1re, par AlOB +- df 7, au !

Preuve : Fp+q.pI.Fp.p+. p q Al5, A9
I.p.q+0 = A9, Al04, A109/3
I.p.q 4110/3
A188 pI(q.r).(qCq').(rCr')C.pC.q'.r"
Preuve : ‘ e
() qCq'C.rCr'C.q.rC.q'.r! A185
3) pI(q.r)C.2I.qCq'C.rCr'C.pC.q'.r' Sch 1
L) dext3C.2C.dextdext3 AZ0O
5)  sin3C2Cdextdext3 (3), (4), rinf 9
(6) sin3Cdextdext3 , o (2), (5), a124
(7) pI{g.r).(qCq?)C.rCr'C.pC.q".r’ - (6), Al2 é SR
A188 o . (7)), A1R9 .
A189 pIqC.pIrC.qlr
Preuve: : .
(2) pIqC.pIrI.qlr Sch 1
C.pIrC.qlr A20 o
A189/2 plq.(pIr)C.pIr (Preuve : Al89 A129)
A189/3 qIp.(rIp)C.qIr (Preuve : A189/2 A123/2 A185/2)
A189/L pIqC.pl.p.q }
Preuve : ) .
(2) pIgC.pI(p.p)I.pI.p.q Sch 1
C.pI{p.p)C.pI.p.q "A20
(3) pI(p.p)C.pIgC.pI.p.q (2), Al2y
A189/1L, A7, (3)
A189/5 plq. (pIr)C pl.q.r
Preuve : ; :
(2) pIqC.pI.q.p A189/h, 49
(3) pIrC.pI(q.p)I.pI.q.r Sch 1
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(4) pIrC.pI(q.p)C.pl.q.r AlR24, AZ20

(5) sink.sin4C.dext2.dextl A185

(6) dextl.dext4C. pI q.r A121, A129
A18G/5 (5), (6), rinf 9

A189/6 pIq.F(pIr)CF(qIr) (Preuve

A190 pI(g+q')C.qCr.(q'Cr)I.pCr
Preuve : ;

: 4189, A133, AIR9, Al25)

(2) pI(g+q')C.pCrI.g+gfCr Sch 1
I.F(q+q")+r daf 7
I.Fg.Fgt'+r - Al8
I.Fg+r..Fql+r Ath, 4109
I.qCr..q'Cr af
A123/2"

(3) dext2C.qCr.(q'Cr)I.pCr
A190 o

A191 plg= (p'Ig")C.pIq'I.ptIq"
Preuve :

2C.3.91, 751n20 pIql.p'Iq!

(2), (3), rinf 9~

(2) éa p'Iqt)I.pIq.(p'Iq!)+F(pIg+.p'Iq') A187
511’1 o

(3) ext2C.pIql.p'Iq" . A23

éu) dextdextlI. F(pIq).F(p’Iq') Al8

5) F(pIq)C.pIqIO AL6 |

(6) F(p'Iq')C.p'Iq'IO Al6 :
(7) dextdext2C.pIqlO. .p’Iq'IO ( ), (5),(6), A]RR
(8) pIqIO.(p!'Iq'IO)C.pIql.p'Iq! 89/3 -

(9) dextdext2C.pIql.p'lq! (7), (8),; rinf 9

‘4190, rinf 8

La preuve précédente est telle que l’utlllsatlon = =

de rinf 8 Justifie un pas déductif situé d'emblée & la gauche

du crochet de séparation.
nous ne mentionnerons plus

A191/2 pIqI.NpINg (Preuve :

Désormais, dans de ‘tels contextes—
'rinf 8’ :

Sch 1, Al36, rinf 8 df 11, A199

A192 pDql.ql.p+q
Al93:'quI.NqDNp

(Preuve

: Al76, df 10, Al9l)

(Preuve similaire, par Al177 et Al9l) : ]

A193/2 N pDgI.NgDp. - (Preuve : A193, AR1)

A194 p+q.(pCr..qCr!')C.r+r!

Preuve :

(2) rC.r+r? Al16

(3) r'C.r+r! ‘ A116, A104.

(4) pCrC.pC.r+r' A118, ()

(5) 4C./qCr'.(p+q. pCr)Cdext4 Al25/2

(6) qCr'cC. qC r+r! A118, (3).

(7) 6C.7pCr.(p+q..qCr')Cdextb - Al25/2

(8) sin5Isin? A9, AlO

(9) pC(r+r').qC(r+r')C.p+qC.r+r! A186, A129

(10) sin5C.pC(r+r!)..qC.r+r! A131/3, (7), (8),‘(5)

(11) sin5C.p+qC.r+rt A118, (9), (1 )

(12) p+q.(pCr..qCr')C. p+qC r+r‘ (ll), A9, Al10.
A194 (12), . rlnf 9 AR2 AIQ

A194/2 qu.(qu)C.pDr

Preuve : . .

(2) pI(p.q)C.p.rl.p.q.r Sch 1

(3) qI(gq.r)C.q.pI.q.r.p Sch 1~ ..

(4) sinRk.sin3C.dext2.dext3 (2), (3) Al85 :

(5) dextl.dext3C.p.rl.p.q A9, AlO A189/3

(6) sin2.sin3Csin? ° A22

(7) sin2.sin3Cdext5

- (&), (5), rinf 9
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(8)

C.pl.p.r
A194/2 |
A194/3 p~qDp |
Preuve : -
(2) p~ab(p.q)..p.qC.p"q
(3) p"qD.p.q
(4) p.ql.p.p.q
(5) p.ql.p.q.p
(6) p.qaDp
(7) p “qD(p.q)..p.qDp
A194/3 '
A19h/4a, pDN (Np~Na) °
Preuve :
(2) Np“"NaDNp
(3) NNpDN(Np“"N&)
A1S4/ha :
A194/4b pDmp (Preuve

A194/5 pDg+. aDp
Preuve :

Al96/2 qu.(pIr)C.pI.q+r
Preuve :

(2) pIg.(qgIr)C.plr

(3) pIrC.pIl.pt+r

(4) sin2Cdext3 .

(5) sinRC.qIr-

sin2.sin3C.sinl.dext5

(6), (7), A185
4189/3
(8), df 10 -

VOQ,V
\

All, A22; df 20
(2), 422

= A194/ha, df 47)

(2) - pDa*(qD.p Na) IN(Ng"Na) = * ARl, df L6, df 47
3) p"NaDpC.qD(p” NA C.qD(p"Na)..p "NaDp A117, A9
L) ‘sin3 - ST A19L/3
5) dext3 - (3), (&)
6) qup N&).(p NaDp)C.qDp Al9h/2
- (7) qD(p~"Na)cC. qD§ | (3) , (6), A125
~(8) pDq+(qD.p"Na)C. pDg+.qDp A167,A129,(7),A123
(9) pIN(Ng~Na)C.qDpI. qDN?Nq“Né)V Sch 1 o
C.qDN(Ng"Na)C.qDp A123, A20
(10) 9DN(Nq"N&)C.pIN(Ng“Na)C.qDp. (9), Al29
(11) sin 10 . A1SL /4 —_—
§12) dext10 : : (10); (11)/A129,A123
13) quf(qD.p“Né)+(pIN(quNé))C pDa+ (gDp)+. qu 8), A194,A117
A19L/5 : (13),(2),A107, Al02
A195 ptqlp+.p+qlq
Preuve : ‘ '
(2) pbDqC.ql.p+q A176, rinf 1lla
C.ptqlg Al23/2 RN
(3) qDpC.p+qlIp similairem. e
(4) sin3+sin? e A19L/5 T
5.4.3C.78195 Al94, T
4196 pIqIl.qlp .
Preuve : S
(2)  qIpC.plq A123/2 -
(3)‘ plgC.qlp id o ,
pIqB qu (2), (3), rinf 8, df 11

(L), K191

A189/2, A196 /
A102, $ch 1, 'A20, rlnf 9
2),’ o), rinf o

A115 o

C.4T.pIr.(qIr)C.pI.g+r
C4C.qIr.(pIr)C.pI.qg+r

(6) 4C.7sin2Cdextdext5

Sch 1
A20, A9 -
(5), A123
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A196/2 A132, (6), rinf 9
A196/3 quC.pIq+(pIr)C.pIq..pIr
Preuve :
%2) qlr. g .pIr)I.qlr. (pIq)+ glr..pIr - Al5
3) 31ndext C.pIq..plr A196 A189/2 A131/4
(4) dextdext2C.pIlq..plr . '
(5) 3.41. deXtZCdexth ‘ A120/2
(6) sin2Cdexti (3), ( L), rinf 8,(5), (2
A196/3 (6), 4129
Al96/h pIq.pIl.pIlg.g
Preuve :
(2) pIqC.pIq.pI. pIq q .. Sch 1
(3) pIq§CF pIq p) - Al116/3
(4) F(pIq CF(pIg.q) id
(5; dext3C.pIq.pIO Alé
(6) -dext4C.pXgq.qIO id '
(7) dext3 dext,C.dext5.dextb (5), (6 ), A185
C.pIq.pIl.pIg.q A189 /3
(8) 1nAC dext3.dextl . (3), (4 4 A131/3
C.plq.pI.pIq.q (7): All
A196/1 o (2) (8),4103+df7,A117, 4167

Avant de cldéturer ce chapitre, il convient de préci-
ser certains points sur les résultats acquis. Tout dlabord,=
il ne faut pas se méprendre sur la portée de certaines conclu
sions. Par exemple, nous n'avons pas encore démontré que
"pDq.(qDr)D.pDr"; ceci dépasse A194/2, car, s'il est vrai ==
(cf. A126/2)  que toute formule en 'D! peut 8tre 1l'antécédet
d'un conditionnel valide dont le conséquent est le. résultat =
de substituer & l'occurrence principale de ’D' dans ltanté
cédent une occurrence de 'C', 1a re01proque nfest pas vraie.=
De meme, on aurait pu incliner &.'croire que certains théoré--
mes étaient des réduplications oiseuses, mais il faut relever
que, bien souvent, nous démontrons d'abord un théoréme en 'C!
ou en '=!', et seulement par la suite un théoréme semblable en
'D' ou en 'I'. Toutes les formules valides en 'C' ou en '='ne
le demeurent pas si on substitue & 1l'occurrence principale de
ces foncteurs une occurrence, respectivement,  de 'D' ou 'I'.

Le théoréme A19L4/3 nous a presente une premiére pro-
priété de la surconjonction '*'. Nous etudlerons plus tard,=
surtout au Chapitre 15, d'autres propriétés intéressantes de-
cette surconjonction non 1dempotente Pareillement, l'introe
duction du théoréme A194/l était nécessaire pour passer de’
l'axiome A2, & Al94/5 Cette fugjtlve apparition de l’lnflnl
tésimalement vrai demeurera isolée pour l'instant, et nou ne
retrouverons la constante 'a'! que beaucoup plus tard elle se

ra étudiée en détail au Chapltre I4. Le role absolument pri-
v1leg1e que cette constante joue dans.l'énonomie de tout le =
systeme A  sera constaté surtout dans la Section III de ce =
méme Livre I, ol nous étudierons la théorie des ensembles Am.

Un avertissement avant dlaborder le Chapitre suivant:
comme toutes les formules valides de As en '+', le théoréme =
A194/5 nous permet d'affirmer que pour des formules ‘quelcon--
ques p, 4, etc., une certaine formule dis jonctive ol ces ==
autres formules sont des sous-formules est valide; mais il ne
nous autorise pas & croire que, soit le membre de dr01te est vrai
simpliciter, soit le membre de gauche est simpliciter vrai.Il
se peut que ni "pDg" ni "qDp" ne soient asSertables (i.e. ne=
soient fonciérement vrals§ pour certains choix de. p et q.
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Chapitre 6.- BICONDITIONNEL

L'essentiel de ce chapitre est consacré a des formu-
les valides en '=! En méme temps, nous introduirons un cer-
tain nombre de tHeoremes qui’” prépareront’ le Chgpitre 7, sur X
tout a fait vrai et le' tout & fait faux. Le trait: marquant . =
du biconditionnel '=' c'est qu'il est le plus faible des con-
ditionnels r€c1proques possédant la proprlete du MP mutuel
Ainsi, p.ex., un blconditlonnel 151 défini ainsi: fphaq/ eq
/pZ2q..9%2p/ n'auralt Ia proprlete du MP dans aucun sens,
tandis qu'un autre défini comme "pCq..qZp" n'aurait pas
propriété du MP de droite & gauche. Autrement dit : ."p=q" e
peu ou prou vrai ssi, ou bien p est tant soit peu vrai et q
est aussi tant soit peu vrai, ou bien p est tout & fait faux=
et q est tout a fait faux également.. Mais ceci est valide =
pour chaque égard du réel; bien entendu, il n'en découle poit
vrai ssi p et q sont vrais tous les deux & tous les égards,
ou bien ils sont tout & fait faux tous les deux & tous les
égards; ceci est le cas pour le biconditionnel strict 'p=q!,

-
H'EQ.QJ W

que nous n’etudlerons qu' au chapitre 20.

A197 pCa=. FqCFp
Preuve :

C.pll -
A202

A202/2 Hp=.pIl (Preuve

4133

(2). pCqC. FqCFp -
(3) FqCFpC FFpCFFq id
C.FFFp+FFq daf 7
C.Fp+FFq A157/2
C.pCFFq- . df 7
~C.pCLq " A157
- " C.pCq A170, A132/2
(4) 2.3 (2), (3), rinf 8
© A197 c(4), df 11 '
4198 p=ql. q:p o
Preuve : Pp=ql.p=q ’ A101
: I.pCq..qCp df 11
I.9Cp..pCg A9 »
I.q9=p ~df 11
A199 p =qC.qg= rC p=r
Preuve ~
(2) - pCqC. quC pCr - A125 .
(3) qCpC.rCqC.rCp © Al18 . '
(4) 2C.3C.7p=qC. dext2.dext3 A185, df ll :
(5) dext?.deXt3C. q rC.p=r -~ Al185, Al29, df 11
A199 (&), (5) ~
A200 p=p (Preuve: AlOB,‘A?) c
A201" H(Fp+Lp) '
Preuve : °
(2) FFp+Fp A103, df 7
(3). Fp+Lp AlO4, A157, (2)
(4) Fp+HLD (3), A146
(5) HFp+HLp (4), Al45/2
4201 (5), AléO
A202 -HpC.pIl
- Preuve :
(2) FNpC.NpIO Al6

Al9l/2 AZl df 18 |
(=), af 5

rin

: A202, Sch l 4135, A2O r1nf9 dfn -



A202/3 Fp=.pI0
A202/4 Hp=.NpIO
A202/5 Fp=.NpIl
A202/6a HlIl -

(Preuve
(PfeuVe

Preuve :

(2) HHL .
2C.7HLI1

A202/6p L1I1 (FPreuve

A202/7 ©F1I0 (Preuve
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: A202/2, AlL2, A191/2, df 18)
. AR02/2, A191/2, df 18, AR1)

(Preuve similaire)

Al35 Alh5
A202

. A178/2, AL71, AlL6, a202)
. A202/6b, A191/2, A135/2, K138

(Les preuves de 4202/8, A202/9a et A202/9b sont similaires)

AZOZ/lO HpC.Hplp
Preuve :

(2) HHpC.HpIl A202
(3) HpC.HpIl (2), AlL5
(L) HpC.pIl A202
HpC. HpIl..pIl (3), (&), A131/3
C.HpIp A189/3
A203 Fp+LpIl (Preuve : AR01, A202)
A20lL Fp+Lp+qIl (Preuve : A203, A110/2, A1OL)

A205 Fp+Lp+q.rlr
A204/2 p=.p=1

Preuve :
2) pC.1Cp
3) pC.pCl
() pC.pCl..1Cp
(5) pC.p=1 :
(6) p=1Cp

A§04/2

A206 p=qC. p- r—.q r
Preuve ::

(2) pCqC.p.rCq

p.rCr

dext2.31.p. rC q.r
dext2.3C.p.rC.q.r
3C.7dext2C.p.rC.q.r
pCqC.p.rC.q.r
qCpC.q.rC.p.r -

7C. 8C. ./p= qC P r—.q T

'A257 p:qC.p+p§.q+r
Preuve & -
(2) " pCqC.p*rC.q+r -

R T " P g
o0 -J O\ W
Nt et et St S S

(Preuve

- (5),

: AR0L, Al1ll, A9)

A1R7

A178/2, A1R7

(3), (2), rinf 8, A131/2
df 11, {(4)

df 11,.4115, Al21, rinf 9
(6), rinf 8, df 11

A125/2, A9 . . -

pareillement

. A185, df 11

A169, Al29, Ath

(3) qgCpC.q+trC.p+r parelllem .
. 20.3C./7p=qC.ptr=.q+r  -Al85, df 11 , |
4207/2, p=qC.rCp=.rCq (Preuve : AR07, df 7, Ath) :

A208 p=qC.q=r=.p=r
Preuve :

(2) p=qC.q=rC.p=r
(3 quC p =rC., q r

AR08/2 p=q.(p'=q
Preuve :

(2) pCq.(p*'Cq')C.p.p
(3) qCp.(q'Cp')C.q.q

A199 .
. did o ~
(2), (3), A198, A131/3
A185 Alng .
id- B
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(4L)2C.3C.7sin2.sin3C.dextR.dext3" A185

A208/Z (4), A9, Al0, df 11
A208/3 p=q.(p'=q')C.p.p'.r=.q.q'.r (Preuve: AR08/2, A206)
A208/k p=q.(p'=q')C. p.p'*r=.q. q'+r (Preuve: A208/2, A207)
A208/5 p=q.(p'=q')C.p+p'=.q+q" (Preuve semblable & celle =

de 'A208/2, en utilisant Al9L, au lieu de Al85)
A208/6 p.Lq=.Lp.3 (Preuve : A208/2, 4172)
A208/7 ptLg=.Lp+tq (Preuve similaire)

A209 F(Fp.Lp) Preuve : Ath, A9, A156)
4209/2 F(Fp.Hp) o
Preuve :
(2) Fp.HpI.HFp.H O AlL5/2
| TH(Fp. p? A162 . o
IH(p.Fp) A9 IR
THO CA109/3 :
10 A202/%a -
A209/2 (2), Al34

A210 Fp.LpIO (Preuve : AR09, AR02/3, rinf 1lla)
AR11 Fp.Lp.qIO (Preuve : AR10, A110, A9) T
A212 Fp.Lp.g+rIr (Preuve : A110/3, A211, A104) . . ‘i

A212/2 p=q=.pCq..FpCFq

Preuve : , e
() pCq.(FpCFq)I.Fp+q..FFp+Fq ' A101, df 7
I.Fp+q..Lp+Fq : Al157
I.Fp+q.Lp+.Fp+tq.Fq Al5 ~
I.Fp.Lp+.q.Lp+.Fp.Fq+.q.Fq A9, Al5 .
I.q.Lp+.Fp.Fqg+.q.Fq A212 A7
I.q.Lp+.Fp. Fq A110/3, df 1
(3) q.Llp=.p.q A172 4206, A9 .
() q.Lp¥(Fp. Fq)=.p. qt. Tp. Fq (3), 4207 ',
.. =.p=q. . , A187, Al8 :
AR12/2 T ' (L), (2), Al98

A213 p=q.(gq=r)C.p=r (Preuve : A199, A4129)
AR1L4 F(p=q).F(g=r)C.p=r

Preuve :
() F(p=q).F(q=r)I.F(Fptq..Fq+p).F(Fq+r..Fr+q) A101,df7,df1ll
(3)  dexT2I.FFp.Fq+(FFq.Fp)..FFq.Fr+ .FFr.Fq A17, Alg
(1) dext3T.FFp+(FFq.Fp) . (Fa+ (FFa.Fp)) .. FFq+ (FFr. Fq}..Fr+«FFr.Fq
A10L, A109
(5) dexthI.FFp+FFq. ((FFp+Fp). (Fq+FFq) .Fq+Fp) .. FFQ+FFr. .
FFq+Fq..Fr+FFr. . Fr+F§ © T TA109, 7 A10
(6) dext5I.Lp+Lq..Fp+Fq..Lq+Lr..FreFq  A157.4104,A205
(7) dext6I.Lp.Lr.Fq+.Lq..Fp.Fr al5, A9, A212, A10/ rinf7bis
(8) sin2Cdext? (2, (3}, (1),(5),16),7),420,
(9) sindext7C.Lp.Lr AR2 o
. CL{p.r) Al61
C.per . A170
(10) dextdext7C.Fp.Fr Al15 - ’
(11) sin2C.p.r+.Fp.Fr (8),(9),(10), A94 A129,A125
Cip.r+F(p+q) AlS -
A21L B (11), A187 Lo

A215 p=q=(q=r)C.p=r
Preuve :



51320dext2
sindext2C.p=r
dextdext2C.p=r
L.5C. 7dext20 p=r
CAR15T

A216 p=q=(q=r)=.p=r

A217 p=q=r=.p=.g=r
Preuve

(2)

et St el N Sr?

2
3
L
5
6

I.Lp.Fq+(Lq.Fp)+r

4220 p=q=.Fp=Fq (Preuve
A220/2 p=qC.pCr=.qCr

A220/3 Hq+FqC.pCq=.pDq
Preuve :

(q=r)I.p=q.(q=r)+.F(p=qlF(qg=r)

(Preuve

p g=rl. F(Fp+q. .Fq+p)+r..Fr+ Fp+q. Fq+p ,
I.F(Fp+q) .F(Fgq+r)+r..Fr+.Fp+q..Fq+p _

~ I.FFp.Fq+ (FFQ.Fp)+r..Fr+Fp+q. Fr+Fq+p Al18, A109
A157, AlQ /laire

A2T9/2, A219/3 A208/2)

(Preuve

55
4187, Al8
(2), 420
az13
ARY,
rinf8,A167,A123
(3),“(6), rinf 9

: A208,A215,A198,rinf8, df11)

° A101,df11,d£7
ALlT7

.Fr+Fp+q..Fr+Fg+p

(3) p=(g=r)I.Lg+Lr+p. (Fq+Fp+r) (Fr+Fp+q) Fr+Fq+p preuve simi
éu) Lp+Lg+r=.Lq+Lp+r -AR08/7,AR07
5) LC. 7dext2 dext3 - A206
ART7 (5), (2),(3)
A218 plIqC.p=q )
Preuve :
(2) pIqC.pCq 420
(3) pIqC.qlp Al23/2
C.qCp 420"
2C.3C.7A218 A131/3, d4f 11
AR19 Fp=q=.p=Fq
Preuve : . A
(2) FpCqC.FqCLp Al33 A157 .
(3) qCFpC.LpCFq .
(4) 2C. 3C_7Fp qC.Fq=Lp 'QA185
C.Lp=Fq * 4198
(5) p=FqC.Lg=Fp similairem.
C.Fp=Lq A198
56) p=Lp Al72
7) 9=L
(8) 6@;2dext4" Fq A199, A198
(9) 7C./dext5 Fp g id
(10) dext4C.p=Fq (8), rinf lla
211) dext5C. Fp=q - {9), rinf 1la
12) Fp=qC.p=F7 (4), (10), rinf 9 |
(13) p=FqC.Fp=q (5), (11), rinf 9
AZ19 (12§, (13}, rinf'e, af 11
A219/2 Lp=F(pIO) (Preuve : A202/3, A219, A157)
A219/3 -p=F(pIl) (Preuve : A219/2,4140,A191/2,d4f 18, AR1)
i»A219/h Sp— F(pIO0).F(pIl) (Preuve

1.df14,a172,A161,A140, -

: simialire)

: A220, A?O?, df 7 rinflla r1nf9)

(2) qIlcC.pDg Al111, “rinf 16

(3) qIlC.Fp+q A10L, A178/2, 116, rinf 16
c.pCq df 7 ;

sh) dextB dext?C. dext3 dext2+F(dext3+dext2) A116

5) qIlC.pCq=.pDq (3), (&), rinf 9, A187

(6) Hg=.qIl AR02/2 -

(7) HqCdext5 1 AR20/2

(8) FqC.qIO Al6
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A222/2 p=(q.r).(rCFp)C.rCFq
Preuve :

22);

3) ¥p+(q.r)C.Fq+Fr+ Fp
(L) dethC dext3..Fq+Fr+p
(5$ dext4I.Fq.Fr+.p.Fp -
S - I.Fq+Fr+0
I.Fg+Fr
' T v(‘T‘n ]
A222/2

A223 p=qC. LpILq
Preuve : .
2) p=q9l.p.q+.Fp.Fq
3) A22lc A222C, 7dext20 LpILq
AR23 .

p=(q.r). (rCFpJI.Fp+(q.r) . (Fq+Fr+p).
©UA133,74f07, ALY

(9) qIOC.Fp+qIFp : A110/3, rinfl6. ,
C.Fp+q=Fp Al28 -
C.Fp+q=.pI0 rinf9, A202/3 A199 A198
(10) qIOC.OI.p.q A110, rinf 16
(11) 0I(p.q).(pI.p.q)C.0Ip A189/3 .
(12) 0I(p.q)C.(pI.p.q)C.0Ip (11), 4129
(13): qI0C.pI(p.q)C. OIp . (10), (12), rinf 9
(14) qQIOC.pIOC.pI.p.q 4189/3, A189/l, 4129, rinf 9
(15) qIOC.pIO=.pI.p.q (13),114),4196,4131/3,df11
(16) qIOC.Fp+q=.pI. P-q (9) (15) A131/3 a199 A129
(17) Fq=.qIO i'A202/3 T
(18) FqC.pC rinfl2a,(16), (17 ),A120/2,df7,
. 7 180 %‘?20?3 > A167 Al23 \
‘A220/4 FSqC. qu~prq :
Preuve : (2) Fg+HqI.Fq+FNg ~A101, df 5
: o IF(q.Nq) Al7
IFSq af 14
2C. A<20/3I JA220/1 Sch 1
A220/5 pCq=.pDLg
Preuve :
(2) pCqC.pCLg A171, Allg
(3) HLq+FLg AlL6, A103, df 7, A104
(4) 3C.7pC qC.pDLq A220/3, rinf 1la - -
(5) pDLqC.pCLq Al26/2
(6) pDLqC.pCq (5), A170, A132/2 . .
A220/5 . (L), (6), rinf 8, df 11
A221 p.qC.LpILg
Preuve :
2) p.qCp A22
3) pC.LpIl A137 L
(4) p.qC.LpIl (2), (3), rinf 9"
(5) p.qC.LqgIl similairem. (par Al1l5) .
(6) 4C.5C.7p.qC.LpIl..LqIl A131/3 , S
(7) dext6C.LpILg A189/3 L
A221 (6), (7), rinf 9
A222 Fp.FqC.LpILq. »
Preuve : Fp.FqC. LFpILFq . A221
C.FpILFq. h156/2
C.FpIFq id

/TTD
Fr+Fp 4101, dfil,dfy

- (3), A125/2 A103 A185 A9 Al10
- A109 L “

A109/3

A110/3 -
A1O4, df 7.
(2), (&), (5)

. A187, Alg
Al86

(2, 3)



AR24 pCg=.Fq+.p.q
Preuve :
(2) " pCpC.pCqC.pCp..pCq

)
(3) pCaC.pCp..pCq
(L) pCp-(pCq)C.plq
5) pCq=.pCp..pCq
6) dext5I.Fp+p..Fp+q
I.Fp+t.p.q
A22L
A225 Fp+(p.?)I.p:.p.q
Preuve 1t 2) p=(p.q)I.
I.
I.
I.
AR25

A226 pCq=.p=.p.q
Preuve !}

52) pCq=.Fp+.p.q
3) Fp+{p.q)=.p=

A226
A226/2 pC.pCqC.p=q
Preuve :
Fp+Lp+(p.q)+.Fp.Fq

-P-q

57

A117

(2), A103 ,
4115

(4), (3), rinf 8, df 11
4101, rinf 3, df 7
A109, rinf 3, A196

(5), (6)
(p..p.q)+F(p+.p.q) A187
(p.p.q)+F(p+.p.q Al0
p.q+Fp A7, A8
‘Fp+.p.q . A104

| (2), A196
o
A225, AR18

(2), (3), rinf 14

4203, A178/2

3) Fp+Fq+p+.Fp.Fq id + A104

L) Fp+Fq+q+.Fp.Fq id

5)  2..3.4 rinf 8

A226/2 (5), 4109, Al18, df 7, Al87

A227 p=q=.p=(p.q)..q=.p.q
Preuve :
(2) pCqC(p=.p.q)..p=(p.q)C.pCq A226, df 11
(3) aCpC(a=.p.q)..q=(p.q)C.qCp id + A9
(4) ©in2 g 52), A22
éS) dext? 2}, A115
6) sin3 (3), az2
27) dext3 (3), All5

8) 4C.6C.7p=qC.p=(p.q)..q=.p.q A185, d4df 11
(9) 5C.7C, dext8C.pfq , id

AR27 ~ (8), (9), rinf8,dfll

A227/2  pCqC.pCr=.pC.q.r '
Preuve :
(2) pCqC.pCrC.pC.q.r A131/3
(3) pCqC.pC(g.r)C.pCr Al122, A127
(4) -pCqC.pCrC(pC.q.r)..pC(q.r)C.pCr (2), (3), A131/3

. A227 . - (4), af 11

A227/3 qCrC.pCq=.pC.q.r

A228 LpIO+.LpIl
Preuve :

(2) NLp+Lp

( LpC.LLpIl
FLpC.LpIO
NLpC.LpIO
LpC.LpIl ‘
2.5.6C.7A228

A229 HpIO+.HpTl

——
o\
Nt g "ttt et

(Preuve

- (Preuve similaire)

A180

A137

A16

(4), A156/3
(3), A148
rinf &, Al194

: AR28, A1L7)
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A229/2 HpC.HpIl

Preuve : -

(2) HpIO+.HpIl AR29 / rinf &

(3) Filp+ .HpIl (2), A202/3, rinf llb A169 ,AL1O0L
AP29/2 (3), daf 7

A229/3  LpC.LpIl (Preuve similaire)
4229/l pCLaC.pl.p.Lq"

Preuve : '

(2) FpC.pIO v . Al6

(3) pIOC pl.p.Lag A110, rinf 16

(L) LgC.LaIl A229/3

(5) LqIlC.pI.p.lq 4111,  rinf 16

(6) TFpC.pI.n.Lq _ (2), (3), rinf 9

(7) LccC. pl.p.Lq = (4), (5), rinf 9
6. 7C. /5229 /1 A167, A123, df 7

A232 HpIL(pIl) (Preuve : AR23, AR02/2, AlL7)

A233 FpIL(pIO) (Preuve similaire, en utilisant A202/3 et
Al45, au lieu de AR02/2 et A1L7)

A233/2 TFSTp

Preuve :
(2) FFpINFp 419
(3) SFpI.F¥p.FFp A101, df 1k, (2)
(L) FFp+Fp A103, df 7 |
(5) FFp+FFFp (), Al57/2
(6) F(Fo.FFp) - (5}, AL7)
FSFp (3}, (6)
A23L Flp=q)= |
Preuve : F\p q I (D q+F{p+a), A187 .
I.Fp+Fq..Lp+Lg -~ A17,A18,A157,4159
I.7q.Ip+.1.Lq A15,A9,A109,4210,
I.Fq.Lp+.FFq.FLp  Al56, A157 89 7/ A110/3
I.Fq;Lp+F(Fq+Lp) ‘
T.lq=Lp A187
A235 p=q.p=lq |
Preuve : - o _
(2) q=LqC.p=q=.n=Lq"" A199, A198
dexte S (2). A172
A236 p:(qﬂr).(ozqf.. r=rt)C.p=.qt.r?
Preuve : ' : X
(2) p=(g.>).(q=a?).(r=r")C.pCq' df 11,A22,4115,A125,A129, rirf9
(3) sin2C,.pCr? similairen.
(L) =2.3C. 751r90 pC.qt.r! rinf8,A129, A131/3 / rinf 9
(5) sin2C. .9'.riCp . dfil, A22 All5 A129,A125,A185/2,
4C.5C,7A236 ' A131/3 afr 11
AR36/2 pz(q+r)e(q:q*-;r:r')c-pi-Q'+r'
Preuve :
(2) q+rCpI.qCp..rCp A120/2
(3) pCla+r)I. qu+ pCr A114/2
(4) pCgC.qCq!C.pCq! . A125
(5) pCrC.rCrtC.pCr? : id
(6) dext4C.q=qC.pCq! A125/2, df 11
7) dext5C.r=r’C.pCr’ o id
8) sinkCdexté o (4), (6), rinf 9
(9) sin5Cdext7 " (5), (7), rinf 9
(10) 8C.SC,/0Cqa+(plr)C.dextb+ d@AE? . _A193 A129, A9
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pC(q+r)C.dextb+dext7? (10), (3)

——

(11)
(12) q'+r'CpI.q!Cp..r'Cp A120/2
13) pC(qt+r')I.pCq!+.pCr!? Al14/2, rinf 3
14)-q'€qC.qCpC.q! Cp A125
15) r7CrC.1CpC.rtCp A125 /IG5 5T
42362 | df 11, a129, (11}, (13}, (12),
A236/3 pC.q=(p.r)=.g=r
Preuve :
(2) p=1C.p.r=.1l.r A206
C.q=(p.r)=.q=.1l.r L2008, A198
= A111
A236/3 - (R),A125,A204 /L ,A220/2, rinfl2a

AR37 plqi(p'lp"..q’Iq")C.pIqI.p'Ip"..q'Iq"

Preuve :

(2) pIq.(prp"..q’Iq“)C.pIqI(p'Ip")..pIqI.q'Iq" AR2,A115,A23,
A131/3, rinf 9

(3) F(pIq).F(p'I "..q'Iq")C.pIqI0..p'Ip".(q'Iq")I0 A22,A115
| A16,A131/3,rinf9
(4) dext3C.pIqI.p!'Ip"..q'Ig" . A189/3
(5) sin3Cdexth ~ - -~ (3), (4), rinf 9
(6) dext2C.pIqI?p'Ip"..qtIq" A189/5
%7) sin2Cdextb - (2), (6), rinf 9
8) 7C.5C.7sin2+sin3Cdext6 A186
AR37 (8), A18, A187
A237/2 pIqC(p'Iq')C.pIgD.p'Iq’
Preuve : :
(2) pIg=(pIq..p'Iq!)C.pIqIl.pIqg..p'Iq!’ A237
(3) pIqC(p'Iq')Csin? - A226,rinflla
(4) sin3Cdext? : (2), (3),rinf 9
A237/2 (4), df 10
A237/3 p+qIpD.Lp+qILp
Preuve : _
(2) qDpC.qCp AlR6/2 L
(3) qCpC.qDLp A220/5, rinf 1lla
(4) aDpC.qDLp (2), (3), rinf 9
(5) pI(p+q)C.Lpl.Lp+q (4), 4192, 104
(6) p+qIpC.Lp+qILp . (5), A196
A237/3 o (6), 4237/2

Chapitre 7.- LE TOUT A.FAIT VRAI ET LE TOUT A FAIT FAUX

Les constantes définies '0' et '1!' ont déja fait ==
l'objet d'étude tout au long des chapitres précédents. I1
faut néanmoins les soumettre & une considération plus atten--
tive et minutieuse. Mais nous étudierons aussi dans ce cha--
pitre certaines propriétés d'une autre constante définie : 1le
pareillement vrai et faux (ou le point déquidistante entre 1le
-tout & fait_ vrai et le -tout & fait- faux), e-a-d '4'; les=
théorémes démontrés ici & propos de '3' seront utilisés par =
la suite, notamment dans les chapitres 9 -et 10 et, encore plws
au chapitre 11. : . :

A238 p.qIl=.pIl..qIl

Preuve
() p.qu:H(p.q) A202/3, A198
(3) p.qIl=.Hp.Hq - (2), A162

(4) Hp=.pIll 4202/2



o)

(5) Hq=.qIl

(6) p.bjIl-:-_.,le, .qll

A238/2 p.qIlI.pll..qIl

A238/7 . prglCl.pl0..qI0

AR39 1D.gI0=.pIl0+.qI0

Preuve

(2; ».qfC=F(p.q)
-.Pp‘Tq

(3) Fpm.plO

(4) Fg=.qI0

p239
42,0 TF(1C0)
Preuve

(2) 1COC.#OCF1
(3) Al3.C. /1COCF1
(L) FFL

(5)  F( 1CO)

A2,1 TF{iI0) (Preuve

A2L2 1I0I0 f£preuve

ARLR/2
Preuve :
(2) quC F(pIq)IF(pIr)
C.F(pIq)CF(pIr)
A242/2

AZL3

Prehve

(2) A]éTC . 7p1IqC.p'Iql.pIp

(3) prrlg+T(p Ia)

(4) T{p"Ig)C.p'IqI0
C.p?IqIl.1I0

A2L3

AZLL  plali+.pIqI0

L2L1./2

Preuve g

(2) ©»IgI0+. anI,

(3) »I qTO I{piq)

(4) 2=./F(pi 'q)+.plals

oIgD.pials

ﬁ!ﬁb DIqu
chl/o
A245 Lpllg=.p=q
"Preuve :

(2)  p= éCvaILq
(3) LpILOV Lp= Lq
C.p=q
A2L5

8245/2 LpDLa=. qu
Preuve :

(2) LplL{p.g)=.p=.p:q
(3) LpI{Lp.LqJ=. pg .p-q

A2L5/2 -

Comme on a pu le constater,
ves nous nous servons de plus en plus de la rinf 18

. A24,0, 420,

p1IqI(pIp)+.p'IqI.1I0

(Preuve

1
i

(Preuve

- (Preuve

4202/2
(3), (&), (5% A236
: AR37, A238)

A202/3

Al78/h A157
(3), (4),: rinf 9 bis

rinf 9 bis)

: A241, A202/3, rinf 1Ra)
F(pIq)C.qIrCF(pIr) ‘

Sch 1
A2O
(2), Al24

A23, A129
A103, df 7, A104
Al6
ARL2
4194, rinf 8, (3), (2), (4)
: A2,3,4f17,df7,A202/3,rinfl8)

ARLL,, A1OL

A202/3, A198

4207, (3)

(4), rinf 12a, df 17
(5), AR37/2

A223

AR18

Al72, rinf 18

(3), (2), rinf 8, df 11

AzL5

(), aAlél
A226, rinf 18
(3), 4f 10

(ou, al

: AR38/2,df1€¢,df2,4106,4191/2)

dans lcs derniéres preu-
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ternativement, des rinf lla, 1lb, 12a, 12b) et construisons, =
grice & ces régles, des chaines déductives abrégées similaires
-pour des contextes restreints, bien entendu- & celles, aux--
quelles nous sommes déja habitués, construites au moyen de =
tIt et !CT,

A24,6 pI(p.q)+.pI.p+q (Preuve : 4l94/5, 4192, df 10)
A24,7 pIqC.qIq'+(qIq")C.pIgqt+.pIq"

Preuve :

(2) pIg.(qIq')C.pIq’ A189/2, A196

(3) pIq.(qIg™)C.pIg" id

(4) pIg.(qIlq'+qIq™)I.sin2+sin3 Al5

(5) 2.3C.7sinR+sin3C.pIq'+.pIq" A19L, A129, A123
ARLT7 (4), (5), Al29

Ce théoréme est apparenté a A169/3. Le pendant de
A2L7 est aussi un théoréme, & savoir :

A24,8 pIqC.qIq'.(qIq")C.pIq'..pIq" (Preuve : Schl,Al189/2, =
A196, A131/4)

A2L9 pIq+(p'Iq!)Ii+.pIq+(ptIq')IO

Preuve :
2) plg+(p'Iq!')I(plq)+.pIq+(p'Iq!)I.ptIq! A195
3) sin2C.pIqIi+.pIqIOC.sinsinI3+.sinsinkI0 A247
L) A244C. sin%C.sinsinZI%+.sinsinZIO (3), Al23
(5) dext2C.sindext2Ii+.sindext2I0 similairem.
2.4,.5C.7A249 A9

A250 pIq.(p'Iq')I3+.pIq.(p'Iq?)IO
(Preuve similaire, en utilisant A194/5, au lieu de A1l95)

Nous démontrerons maintenant certains théorémes en =
10!, '=1 et 'Z!' qui n'ont pas été démontrés jusqu'ici et dont
certains seront trés utiles pour éviter un allongement exces-
sif de certaines preuves ultérieures.

A251 p+qC.FpCq

Preuve :
() pCLp Al171
3) qCq A103
L) p+q.(2.3)C.Lp+q A194, rinf 8
(5) 2.3C./p+qC.Lp+*q (4), 4129, Al23
C.FFp+q Al57
C.FpCq daf 7

A251/2 FqC.pCqCFp (Preuve : A133, Al23)
A251/3 p+qC.rCFpC.rCq (Preuve : Al27,A118,A131,rinf9,A251)
A251/4 p.Fq=F(pCq)

Preuve :
2) p:Lp Al172
3) p.Fgq=.Lp.Fq (2), rinf 18
=.FFp.Fq Al157
:F{Fp+q) Al8
=F(pCq) daf 7 rinflZa)

A251/5 p.FqDF(pCq) (Preuve: A251/4,rinflla,A233 2,A220/4,
A251/6 p.FQDF(plq) (Preuve similaire, +A20, A133)

A252 HpC.pZqCq
Preuve :
(2) pzZqC.FNpCq A251, df 3, A21
C.HpCq df 5
A252 (2), A123
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AR52/2 p= (q+r ? q (GC _.p r..qCp
q+r

—

Preuve : .pC(q+r)..q+rCp . A101, 4f 11
I.pCa+ (pCr)..qCp..rCp" S A114/2, A120/2
1. pCq.(qCp..rCp)+ pCr..qCp..GC Al5
I.p=q.(rCp)+.p=r..qCp A15,A104, A1O7
A252/3 pCqC(qCpCq)=.qCpC.pCqCp
155" 50 p0q0q i o a121
pL.plqlq . '
(3) pCaCpC.pCqC. quCq ’ (), Al118
(4) . qCpC(pCqCp)C.qCpC.pCqC. quCq (3), Al18
(5) aCpC(pCqCp)C.qCpC.pCqlq . : - A119, (4)
C.pCqC.qEpCy . A123
(6) 'quC(qCqu)C qCpC.pCqCp o ~pareillement
A252/3 {6),(5),rinf8g,
. - dfll
. AR53 pIO+(pI3).(qI0+.qI%).(p=q)C.pIq
Preuve : ‘ P L - iﬂq*
(2) p.qaCp A S B Lo AR2
3) pCFFp . i SRR CA17L, A157
L) pCF(pIO0) oL - (3) A202/3 rinfllb,rinf 9bis
5) F(pIO)C. pIO+(pIz)C p12 _ A25l A123
6) . p.qCdext5 : (2), (h), (5), rinf 9
7) pIO+(pI? )C.p.qC.pI3 e (6), AI23
8) qIO+(q15)C.p.qC.qI§ “ . similairem. (+ A9)» v
9) Fp.FqCFp . .- = } A22
10) FpC.pIO | | A16
11) Fp.FgC.pIO (9), (10)
12) 11C./pI0+(pI}) C.Fp.FqC.pI0 4127 ,
13) qI0+(qI4)C.Fp.FqC.qIO similairem.
14) sin7. SsingC. p. qC(pI%)..p .qC.qI% A185,(7),(8)
e C.p. qC pIi..ql3 A131/2
C.p.qC.pIq A189/3
él5) sinl2.sinl3C.Fp.FqC.pIq similairem.
16) sin7.sin8C.dextli.dextl5  rinf8, (14),(15), A131/3
C.p.g+(Fp.Fq)C.pIq A120/2
C.p.q+tF(p+q)C.pIq . Al8
C.p=qC.pIq , , (15), A1R9 . -7
.A253 ‘ 3

4254 pIO+(pI1).(qI0+.qIl).(p=q)C.pIq (Preuve similaire)
A255 p.qIOI.pIO+.qIO, - '

Preuve : . S
(2) p.qI0I0+.p.qI0I% - A24L, A1OL -
(3) pIO+(qIOIz+ pIO+(qIO)IO A A2,9

2.3.A239C.7A255 o AR53, A10L
AR56 'p+qIlI.pIl+.qIl (Preuve : A255 df2 ,df18,421 ,4191/2)
A257 pIlD.p+qll (Preuve : AR56, A20 Al20/2 A22, A237/2)
A258 pIO+(le) (qIO+. qu)c p qI0*.p.qIl

Preuve : .
§2§ plOC. p qIO - A255 A116, A20, rinf 9
3 qIOC.p.qIO0 51m11a1rem .

(4) pIl.(qI1)C.p.qil A238/2, rinf 12b |
(5) pIO+(pIl).(qIO+. qu)I pI0.(qI0)+.pI0.(qI1)+.pI1.(qIO0)+.
pIl..qIl A104, A107, A109 :

(6) pIO.(qIO)C.pIO A22
C.p.qIO (2)

(7) pI0.{(qI1l)C.pIO AR2
C.p.ql0 (2)

(8) pIl.(qI0)C.qIO All5
C.p.qIO0 (3)
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(9) sinsindext5C.p.qI0 A120/2, (6), (7), rinf 8

(10) sindext5C.p.qI0 A120/2, (9), (8), rinf 8

(11) dext5C.p.qlO+.p.qIl  A194, rinf 8, (hi, (10), A129
A258 ‘ ‘ (11), (15)

AR60 pIO+(pI3).(ql0O+.qI3)C.p.qI0+.p.qI}

Preuve : .

(2) pIO+(pI%).(qIO+.qI%)I.pIO.(qIO)+(pIO..qI%X+(pI%..qIO)+.
pI%..qIl A104, A107, AT09

(3) sindext2C.p.qIO cf.lignes 610 de la preuve deAl58

(4) pI3.(qI3)C.3I.p.q A189/5, A196

(5) iggBZC.p.qIO+.p.qI% g%;, g%;, Al29, A19L,rinf8

A261 pIO+(pI4)+(qIl0+.qI3)C.p+qI0+.p+qIi -
(Preuve similaire, en utilisant A9 au lieu de AlOL, Al0, au =
lieu de 4107, etc., et Al95/2 au lieu de 4189/5)

Chapitre 8.- CONJONCTION FAIBLE ET DISJONCTION FORTE

La conjonction faible !'&! et la disjonction forte
'V! se trouvent reliées au conditionnel fort 'C' par des rela
tions semblables & celles qui attachent la conjonction ordi--
naire ou simple '.! et la disjonction simple !+ au condition

el faible 'Z', 3 savoir :
"N(pCNQ)" =:"p&q" = "N(NpVNg)"
anan = anqn = "N(Np&Nq)"

Les lois de distributivité cependant subissent des
restrictions, et la commutativité est complétement perdue pow
la disjonction forte (elle se conserve pour la conjonction
faible seulement sous une forme atténuée). Nous commengons
Ce

dre avec Al33.
A262 pCqD.FpCFq

Chapitre en prouvant un théoréme qu'il ne faut pas confon

Preuve :
(2) pCqI.Fp+q A101, df 7
(3) Fp+qDL(Fp+q) - Al175
D.LFp+Lq A159
D.Fp+Lq Al56/2
D.NFq+Fp df- 4, A1OL
D.FFG+Fp AL9 -
D.FqCFp af. 7 .
A262 (2), (3)
A263 pZqI.NgZNp
Preuve pZql.Np+q A101, df 3, A106, ARl
I.q+Np A104 |
I.NNq+Np A2l
I.NgZNp ~  df 3, A106
A26L pVgD.p*q
Preuve :
(2) pVqI.Hp+q A163
(3) HpI.p.Hp Al178, df 10, A9
(4) pVqIl.p.Hp+q (2), (3)
I.p+q..Hp+q A109
I.pVq..p+q © Al63, A9
A26), ©(4), df 10

A265 pCqD.pZq  (Preuve

: AR6L, df 3, df &, A21)
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A266 p.qD. p&

Preuve : ql.p.q ° A101
I.p.Lp.qr A175, df 10
I.p:q:.Lp.q A7, A9 A10
I.p.q..p&q ' A16L

A267 pkq=.q&p

Preuve :

(2) Lp=p 4172, A198

(3) g9=Lq 4172

(4) 2.3C.7Lp.g=.p.Lq A208/2

ARET (L), A9, Al6L

A266/2 p.q=.p&q (Preuve : Al72, AR06)
A266/3 p.q{-).p&q (Preuve : A266, AR66/2,rinflla,rinf8,df29
A268 FpC.p&qlO | :

Preuve :

(2) FLp=.LpIO A202/3

(3) Fp=.LpIO - - (R), -AL156

(4) FpC.LpIO (3), rinf 1lla

(5) LpIOC 0I.q.Lp . A110, rinf 16

(6) FpC.0I.q. Lp ~(4), (5), rinf 9
A268 , {6), Albk, A196, A9

AR68/2 O&pIO  (Preuve : aR68, Al3L)

A269 pC.p&qlq (Preuve : Al37, Alll, A9,rinfl6, A16L)
A270 p&qIO+.p&qlq (Preuve : A103,df7,AR68,A269, Al9L)
A271 pCqIN(p&Nq) (Preuve : A165, Al6L)

A272 FpCH(pCq)

- Preuve : FpC.p&NgIO AR68
C.N{p&Nq)Il Sch 1, df 18
CHN ( p&Nq ) AR02/2,; rinf 18
CH (pCq) 4271
AR73 pC.pCqlq
Preuve : pC.p&NgINg AR69
C.N(p&Nqg)IN Sch 1, A21
C.pCqlq A271
AR7L  p&a&rl.p&.qé&r
Preuve :  p&q&rl.L(Lp.q).r AL16L
T.LLp.Lg.r 4161
I.Lp.Lq.r Al1L8
I.Lp..Lq.r A10
I.p&.Lg.r A164
I.p&.q&r Al6L
A275 pVaqVrl.pV.qVr
Preuve : pVaVrl.H(Hp+q)+r Al163
I.Hp+Hg+r A160, AlL5
I.Hp+.Hg+r 4107
I.pV.qVr A163

A276 p&qCp (Preuve : 422, A170, Al6L4, rinf 9)
A277 p&aCq (Preuve : Al64, All5)
A278 pC.qVp

Preuve : (2) pC.Hg+p A116, A104
AR78 (2), A163



A279° HpC.HpIl

Preuve : (
( ) HpIO+.HpIl
HpIO=FHp
(h) HpIOTFHp
5) HpCFFHp
6) FFHpCF(HpIO)
7) HpCF(HpIO
(8) 2C.7F(HpIO)C.HpIl
A279
A280 HpC.pVqall
Preuve :
22) HpC.HpIl
3) HpIlC.1lI.Hp+q
(4) HpC.Hp+qIl
C.pVaIl
AR80/2 1VpIl (Preuve : A28
A281 ~pC.pVqglqg
Preuve : ‘ ;
(2) -pIFFNp
IFHp
§3) FHp=.HpIO .
4) HpIOC.Hp+qlq
(5) -pCFHp
(6)  -pC.Hp+qIq
C. quIq

A282 quIl+ pVqlg (Preuve
A283 pV(q&r)I.pVg&.pVr
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A229 Lo
A202/3, Al98 -
(3), rlnf lla
A103, Al57, Al1L7
A133, (L)

(5), (6), rinf 9
A251

(7), (8), rinf 9

A279

AID/2 rinf 16, A104
(2), (3), rinf 9, Al96
Al163

0, Al35)

Al01l, 4f 6 Al9

df 5

A202/3

A110/3, rlnf 16 A196 A104
(2}, Al2 .

(3), (&), (5); r1nf9, rlnf lla
A163 -

: AlOB df . 7 A280 A281 Al9h A140/2)

Preuve : pV(q&r)I Hp+.Lg.r A163,‘Al6h
I.Hp+Lq. .Hp+r . A10L, A109
- I.LHp+Lq..Hp+r AlL7 .
I.L(Hp+q)..Hp+r A159
I.Hp+q&.Hp+ Al6L
I.pVa&.pVr Al63
AR8L . p&(qVr)I.p&qV.p&r :
Preuve : p&(qVr)I.Lp..Hg+r A163 Aléh
- I.Lp.Hg+.lp.r AlS
I.HLp.Hg+.Lp.r AlL6
I.H{Lp.q)+.Lp.r ) A162
I.p&qV. p&r © . A163, Al6l4
A285 p=qC.p&rl.q&r L
Preuve : . o
(2) " FpC.p&rIO0 A268
(3) FqC.q&rIO id
(4) Fp.FqC.p&rIO..q&rIO (2), (3), A185
C.p&rI.q&r a189/37 "
25; pC.p&rir A269
6) qC.q&riIr 1d
(7) p.qC.p&riIr..q&rir (6), Al185
C.p&rI.q&r | Al é
(8) 4.7 (h), (7), rinf 8
A285 (8), 4167, A129, 4187
A286 p=qC. r&p—.r&q ‘
Preuve :
(2) FrC.r&pIO A268
(3) FrC.r&qIO id
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{2) FrC.r&plO..r&qIO A131/3, (2), (3), rinf 8
C.r&pl.r&q A189/3
C.r&p=.r&q A218
C.p=qC.r&p=.r&q AlR7/2
(5) rC.r&plp A269
(6) rC.r&qlq id
(7) rC.r&plp..r&qlq A131/3, (5), (6)
8) r&pIpC.p=qC.r&p=q Sch 1, A20, rinf 9
9) r&qIgC.p=qC.r&q=q Al127, AR18, rinf 9
10) sin8.sin9C.aext8.dext9 (8), (9), A185
(11) rC.dext8.dext9 (7), (lOS rinf 9
(12) dext8.dext9C.p=qC.r&p=q..r& A131/2
(13) rC.p=qC.r&p=q..r&q=q qul (12), rinf 9
C.p=qC.r&p=.r&q A199 A129 A198
(14) 4.7 (4), (7), rinf &
A286 (145, 4103, d£7,4167,4129
AR87 p=qC.rVp=.rVq
Preuve :
(2) HrC.rVpll A 280
(3) HrC.rVqll id
C.rVpIl..rVqll A131/3, (2)
C.rVpl.rVq A189/3
C.rVp=.1rVq A218
C.p=qC.rVp=.rVq Al27/2
(4) =-rC.rVplp : A281
5) -rC.rVvqlqg’ id
6) rVpIpC.p=qC.rVp=p A127/2, A218, rinf 9
7) rVgqIqC.p=qC.rVq=p Sch 1, AZO, Al98
(8) sinb.sin7C.dextb.dext? (6), (7), A185
(3) -rC.sinb.sin? (h), (5), A131/3
(10) -rC.dextb6.dext? (8), (9 ), rinf 9
C.p=qC.rVp=p..rVg=p A131/2
C.rVp=.rVq A199, A1Z29
(11) -p+Hp A180, df 5, df 6
llC.lO.BCL7A287 ~A167
A288 H{p.q)+-(p+q)C.pVrl.qVr
Preuve : _—
2) HpCHq=.HpDHg A233/3, A220/4
3) HqCHp=.HgDHp id
(4) sinl.sin3=.dextl.dext3 (2), (3), A208/2
(5) HpI(Hp.HqY.(HqI.Hp.Hq)C.HpIHq A189/3
(6) dexthCdext5 (5), df 10
(7) sin2.sin3C.HpIHq (4), (6), rinf 18
(8) HpIHqC.Hp+rI.Hg+r Sch 1 4
C.pVrl.qVr A163
9) Hp=HqCdext8 (7), (8)y,rinf9,dfl
10) Hp “Hq+F(Hp.Hq)Cdext8 (9), A187
(11) H(p.q)+FH(p+q)Cdexts (10§, 4160, 4162
A288 (11), AluO/Z
A289 FpC.pCqIl
Preuve : HNpC.NpVqIl A280
C.NNpCqIl AlL2, df 8
C.pCqIl 421
AR90 L(pCq)I.pCLg (Preuve : Al59, Al156/2, 4f 7)

A290/2 pC.pCplp  (Preuve
A290/3 pCqll+.pCqlq
A290/L pClIl

(Preuve
(Preuve

: AR73)
. A282, df 8, A421)
: A4290/3,

A102)
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A290/5 1CpIp (Preuve : AR90/2, A178/2)

A290/6 p=lIp . -

Preuve : p—lI pCl le A101, df 11
I.1..1Cp A290/4
I.1Cp Al1ll, A9
Ip A290/5

4290/7 pCq.(NpCq)Iq (Preuve : Al120/2, A180, A104, A273)
A291 pCOIFp SR v :

Preuve : !

(2; HFp=.FpIl A202/2

(3) Fp="Fpll AXL5/2

(4) FpC.pCOI1 A289

(5) ch pCOIl .FpIl rinf8, (4),(3)¥;rinflla,A131/2
C.pCOIFp _ 4189/3 R :

(6% pC.pCOIO "A290

(7) pC.FplO -~ ©Al137/2 ‘

(8) pC.dext7.dextbd - rinf8, (7),(6); Al31/2
C.pCOIFp A189/3

A291 rinf8, (5),(8),A103

A292 pzOINp (Preuve : Alll, 2192, df 3)
A293 pCNpINp |

Preuve : '
2) Fpl.Fp.Np - A178/5, df 10
3) NpI.Fp+Np : - (2), Al76
I.pCNp S af 7
A293 (3, Al96 .

A294 NpCplp (Preuve : A293  A21) .
A29L/2 pC. qCFp=. qIO

Preuve : ' o :

(2) Fp+Fq+Lq+Fp ‘ 1 o A204, Al78/2 Al04,
3) F(p.q)+L(p.q) SR 4203,

L)  Fp+Fg+.Lp.Lq . _ (3}, A161 Al7

5) Fp+.Fq+.FFp.FFq (L) ,A107, 4157

(6) Fp+.FFq+.Fq.Fp (2)4157,4104,A107
(7) Fp+.(Tq+.FFp.FFq)..FFq+.Fq+Fp A9, (5), (6).rinf8,A109
(8) Fp+.(rq+F(Fq+Fp))..FRq+.Fq+Fp. (7%, alg, AlOA o
(39) Fp+.F.. ;+Fp)+Fq. FFq+ Fq+Fp (8), Ath -
(10) pC.qC FpCFq..FqC. qCFp | - (9), AloL, dar 7
(11) pC.qCFp=Fq 10y, ar 11

=.qI0 ’ Ky B rlnf '18,A202/3 -

A294/3 SpI.p:Np (Preuve.: A29k;A293, df- 11, df 14) -

A29L/l = NpC.HpDFp . (Preuve : A133, A294,df5 A233/2, A22O/4,r1nfl8)
4294/5 pC.FpDHp (Preuve: A29h/h A21, df 5, AlLR).

A29L/6 - HpC. pCNpCFp (Preuve A133,A29), df5, Al2)

A29L/7 HpC.Fp+F(pCNp) (Preuve : A29a/6 af 7, A10L)

A29L/8 HpDFp+;HpDF(pCNp) (Preuve : A29L/7,A114/2, A233/3,
¥ | - 220/4, rinf 18) |

1'(

A295 p&plp S
Preuve : . T
(2) FpC.pIO  Al16
23) FpC.p&pIO . £268 |
4) pC.p&plp | A269
5) FpC.pIO..p&pI0 (2), (3), A131/2 rinf 8

C.p&pI , Al89/3, A196
A1038-§-£C;7A295; T Al67, rinf- g8, @f\?
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AR96 pVpIp (Preuve similaire, parA280,A281;4202/2,A240/2,

A196, A167)
A296/2 qCrV.pCq
Preuve :
(2) Fq+g+.Hr+Fp A120
(3) HFg+qg+.HrtFp {R) - AlL2, ALL5
(4) HFgq+Hr+.Fp+q 3), AlO4, A107
(5) H(Fg+r)+.Fp+q (4}, AL160
(6) H(qCr)}+.pCq-* (5), df 7
4296/2 (6), A163
A297 p+(qVr)I.qVp*r
Preuve : p+(qVr)I.pt.Hg+r ° Al63
I.ptHg+r ; A107
‘I.Hg+p+r A104
I.qVptr A163
AR98 p+tqVrI.pVqVr
Preuve : p+qVrI.H(p+q)+r A163
I.Hp+tHgtr A160
T.Hp+.Hq+r A107
I.pV.qVr A163
I.pVqVr AR75

A299 pVgq+rI.pV.q+r (Preuve : A163, A107)

A303 Lp&ql.pkq (Preuve : A101l, Al6k, AlL8)
A304 HpVqI.pVq (Preuve : Al0l, 4163, AlL5)
A305 LpCqIl.pCq (Preuve : AlOl, df 7, A156)

Beaucoup d'autres thedrémes correspondant & ce chaj_ .,
tre son énumérés dans l'annexe N° 2 de ce Livre I. Désormais
dtailleurs nous ne préviendrons pas toujours le lecteur - sur-
le fait _qu'il peut trouver d'autres théorémes se rapportant =
aux foncteurs étudiés dans chaque chapitre dans ledit annexe.”

Chapitre 9.~ IMPLICATION ET EQUIVALENCE

.+ %, .Dans toutes.les preuves qui figureront désormais
dans te Livre, on, ohettra toute référence aux régles rinf 2
rinf 3, rinf 4, rinf 5, rinf 6, rinf 6 bis, rinf 7, rinf 7
rinf 8, rinf 9, rinf 9 bis, rinf 10, rinf 1lla, rinf 11b,
rinf 12a, rinf 12b, rinf 13a, rinf 13b, rinf 14, rinf 15,
rinf 16. On omettra aussi toute référence & Sch 1, ainsi
qu'ad A7, A8, A9, Al0, Al7, Al8, AR0, A21, 4101, A102, A103,=
A104, AlO5, A105/2, A106, .A107, A108, A109, 4109/2, A109/3,
A110, A110/2, A110/3, A1l1l, A120, all7, A138-a158 {(y compris), *
K167, A189/2, A189/3, AT9L, ° , A196, Al89/L, A198. On
omettra de méme toute référence aux définitions 1-14, plus
df 17 et df 18. Par surcroit, on utilisera le plus souvent
le procédé de télescoper en un seul pas déductif Sch 1 et AZ20
(ou bien on télescopera Sch 1 et AZ18). On télescopera aussi
-surtout & partir de la preuve de A505- ceci :
p+g+r,. pCp', -qCq', rCp' ::: p!

(et ce en vertu de A194, All7). Dtautres théorémes (comme =
A120/2, a131/2, Ally/2, A132/3, etc.) pourront &tre appliqués
itérativement en un seul pas déductif, ce qui revient a les =
interpréter comme constitués -selon le cas- par un nombre in-
déterminé de membres conjonctifs ou disjonctifs, et non pas
précisément par deux. Tous ces procédés nous permettront de
soulager la lourdeur des preuves et ‘d'en prouver dtautant plws

(o X%
R

o on
[ N 1 A ¢

~—

ton
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aisément les contours = et le neruus probandl, qui; ensevels
sous un tas de références, seraient plus difficiles a saisir.

A314 pIqI.pDg..qDp

Preuve :

(2) pI(p.q).(qI.p.q)C.plq

(3) pIaC.pl.p.q

(4) pIqC.q .p.q

(5) pIgC.pI(p.q)..ql.p.q - (3), (4), A131/3
(6) pDq.(qDp)= pIq (2)) (5)

6C.7A31h A191 .

A315 p.qI(p.r).(ptql.p+r)C.qlr
Preuve
(2) p.qI{p.r)C.p.q+ql.p.r+q

C.ql.ptq..r+q
p.ql{p.r)C.rI.p+r..q+r
p+qI(p+r)C.p+q. (r+q) T.p+r..q+r ;
sin2C.dext2.dext3 (2 ) (3),A131/2
sin2.sinkC.dext2.dext3.dextl A185, 14 5 (5)
dext3.dext4iC.rl.p+q..qtr :
dext2.dext3.dextLC. dext2 dext? (7 . AlBl/h

e s S et s Sac?

6 p;qI(p.r).(p+qI.p+r)I.qu

uve : ~

qlrC.p.ql.p.r. ~ -
qIrC.p+ql.p+r - : T
qIrC.dext2.dext3 : (2),(3),A131/3

" p.qIli{p.r).{ptql.p+r)=.riq (L), A315 =
A316 (5), AR37

TwiEw R W e~y ovnE W

A317 plql.p.ql.p+q
Preuve : T
) p.qI(p+q)C.p.ql.p*tq.q I
C.p.qlqg
3) p.ql(p+q)C.p.qlp .
L) p.ql(p+tq)C.dext2.dext3
C.plq
5) plgC.pl.p.q
6) plqC.pl.p+q -
7) plqC.p.ql.ptq (5
8) p.qll(pta)=.plq (4
A317 (8

A318 Lpt+NpIl.
Preuve :
(2) Fptp

(2
(
(
(
(
(
(

(3) FpC.pIO
C.NpIl
pC.LpIl
NpI1lC.Lp+NpIl
LpI1C.Lp+NpIl
FpC.Lp+NpIl
pC.Lp+NpIl

T I —
R ONWE W

A320 Lp+NpIl.p+LNp (Preuve

A321 * Lp+NpIL(p+Np)
A322 ptql.pZHqgZq

Preuve : pZHaZqI.N(Np+Hq)+q
I.p.LNg+q
I.ptq.l

I.p+q

Al6

S A191/2.

A137

(3), (5)
(4), (6)

: A318, A319)
: 4137, -A318, A180)
». A106/2-
D A319
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A323 pD(qCr)C.qC.pDr -

Preuve : : : ‘ _

(2) FqC.qC(pDr)Il A289

(3) qC(pDr)IlC.pD(gCr)C.qC.pDr Al1R6

(4) qC.qC(pDr)I.pDr AR73

(5) qC.qCrIr id

(6) qCrIrC.pD(qCr)I.pDr

(7) qC.pD(gCr)I.pDr - (5), (6)

(8) qgC.dextl.dext? c - (4), (7), A131/3

C.pD(qCr)I.qCepDr
C.pD(qCr)C.qC.pDr

(9) FqCdext3 . (2), (3)
A323 B A167, (8), (9)
A323/2 pIqC{p'Iq'..p"Iq")C.pIqD. p'lqT..p"Iq"
Preuve :
(2) pIaC(p'Ig'..p"Iq")=.pIq=.pIq. p’Iq' .p"Iq" A226
(3) pIqIi+.pIqIO - K244
(4) p'Iq ’I% ptIqtIO . id
(5)~ p"Iq"I "I 1710 . id -
(6) L4.5C. 7p'Iq' p"Ig")Ii+.p'Ig?.(p"Iq")I0 "A260
(73 pIq‘ 'Iq' . p"Igqi)Ii+.plqg. p'Iq’ .p"Iq")I0 (3),(6), 4260
(8 ?dethC plgl.plq. p?Iq' .p"Iq" A129_A253
C pIqD pf Iq' "Iq" ’
A323/2 (2), .(8)
Les preuves des théorémes A323/3-A323/8 sont similai
rggo)(en utilisant dans certains cas " AR61 au lieu de ==
A A

A32, pIg+(pIryD.pIsI(qls)+.pIsI.rls (Preuye:Al29,A124,A323/7)
A324/2 F(pDq)C.qDp (Preuve : 4194/5, A251) .

A325 pIq.(rIs)D.p.rI.q.s A

Preuve :

(R) pIéC.p.rI.q.r
(3) risC.q.rI.q.s

(4) pIgq.{(rIg)C.dext?.dext3 (2), (3), a185
C.p.rl.q.s
A325 (L), A323/4
A325/2 pIq.(rIs)D.p+rl.q+s
Preuve :
() q+sI.g+s ‘ ' ’ ‘
(3) pIg.(rIs)C.p+ql.r+s (), rinf 17 bis
sin3Ddext3 (3), A323/L

A326 pDqD.pD.g+r

Preuve : '

(2) pI(p.q)C.pt(p.r)I.p.g+.p.r
C.pl.p.g+.p.r

C.opl.p..q+r

A326 (2), AR37/2
A327 pDgD.p.rDq o
Preuve :
(2) pI(p.q)C.p.rl.p.q.r .

I.p.r.q - -

A327 (2), A=37/2
A328 p+quI.pDr..qu ‘
Preuve :

(2) p+qI(p+q.r)C.p+q.pIl.p+q.r.p
C.pl.p.r
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(3) ptal(p+q.r)C.p+q.qIl.p+q.r.q
C.ql.q.r
(4) pI(p.r)C.p+tq.rI.p.r+.q.r
I.p+q.r
(5) qI(q.r)C.p+qI.p+.q.r...‘- C e : o
(6) sink. 31n50 dexth dext5 . (4), (5), A185
ptq.r o ,
7)  2C.3C. 751n28 dext2 dext3. . . Al31/3. .
8) prql(p*q.r)=.pI(p.r). qI q.r (6), (7)
A328 . (8), AR37

A329 pI(q+r)D. qu .rDp
Preuve :. :

(2) pI(q+r)C-p-q%-q+r-q

q
(3) pI{gq+r)D.p.qIq (2), AR37
(4) pI(g+r)D.p.rir pareillem.
A329 A325, (3), (4) -

A330 pDq.(rDq)D.qg+pIl.qg+r ,
Preuve :

(2) pDgI.qIl.qg+p A CA192

53; rDql.ql.q+r A192

L sin2.sin3I.dextl.dext3 A325

(5) dext2.dext3C.q+pl.q+r I
A330 (4), (5), A3R3/k

A331 pI(g+r)D.p+qI.p+r (Preuve : A3294’A339,,A19L/2)

Preuve :

(2) pI(p.q)C.p.pI.p.q

53) pI(p.r)C.pI.p.p.r ‘
dext2C.3I.pI{p. r)C~pI p-g.r S

Sln2CdeXtL}- (2), (3)’ (h)

dext4C.3C.dextdexts, S ’

sin2C.3C.dextdexth (5), (6)

3C.7/sin2Cdextdexts ' - (7), Al23 - -

A332 o (8), A129, A323/4

A332/2 pDgD.pDrD.pD.q.r -
Preuve (on reprend la ligne (8) de -la preuve de A332):
(2) pI(p.q)C.pI(p.r)C.pI.p.q.r

(
(
(
(

Q~J O\ -

-{3) .dext2C.pI{(p.r)D. pI .peQ.T (2), A237/2
- (4) fsanCdextB ~(2), (3)
-- .- sin2Ddext3 . (h) A237/2
A333 pDq.(pDr)I. pD. q r
- Preuve ¢ oo . 1
(2). pDg. (pDr)D.pD.q.r - A332
(3). pI(p-q.r)C.p+(p.q)I.p.q.r+.p.q
C.pI.p.q
C.pDq ,
(4) pI(p.q.r)D.pDq A237/2, (3)
(5) pI(p.q.r)D.pDr _ pareillem.
A333 R (2), (&), (5), A332 ABlh
A333/2 pD(q.r)D.pDq (Preuve :ligne (3) de la preuve de A333
_ 4+ A237/ ) S -y
A334  pDg+(pDr)D.pD. atr
Preuve :

(2) pI(p.q)cC. p+(p r)I.p.q+.p.r
C.pl.p..qg+r
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(3) pI(p.r)C.pl.p..g+r pareillement

(4) sink+sin3C.pIl.p..q+r ., (2), (3), Al120/2
4334 (4) A323/5

A335 pD(q+r)D.qu+.pDr

Preuve : ,

(2) p. q+(p r)I(p § .g+{p.r)I.p.r A195

3) sin2C.pI(p. q+ p r)I.pI.p.q . : : .

C.pI(p.q+.p.r)C.pl.p.q : D

(4) dext2C.pI(p.g+.p.r)C.pl.p.r . = - pareillem.

(5) 2.3.4C./dext3+dextl

(6) pI(p.q*.p.r)C.pI(p.q)*t.pl.p.r (5), All4/2
sinéDdext6 - (6), A323/3

4336 pD{g+r)I.pDq+.pDr  (Preuve : A334, A335, A31L)

A337 p.quD.pDr+.qu

Preuve :

(2) p.qIp+.p.qlqg A194/5

p.qIpC.p.q.rI(p. q)I p.rlp
C.p.qI(p.q.r)C.pl.p.r

——
W
e

(4) p.qIqC.p.qI(p.q.r)C.ql.q.r

(5) 2.3.40./dext3+dexts :

(6) p.qI(p,q.r)C.pI(p.r)+.qI.q.r (5) Allh/z
sin6éDdext6H (6 323/3

A338 pDr+(gDr)D.p.qDr

Preuve :

(2) pI(p.r)C.p.ql.p.q.r

(3) qI{q.r)C.p.qIl.p.q.r

(4) sin2+sin3Cdext3 (2),-43), al20/2 -

(5) siniDdextl (4), A323/5

A338 (5)
A339 p.qDrI.pDr+.qDr (Preuve : A337, A338, A314)
A340 ©pDq. (qu)D pDr (Preuvé : Al94/2 A323/4
A341 pDgD. quD pDr

Preuve : o

(2) pbhqC.gqDrC.pDr - . A19L /2, AlR9

(3) qDrC(pDr)C.qDrD.pDr AR37/2

(L) sin2Ddext3 (2), (3) .
A341 (4), a237/2

A341/2 qDrD.pDgD.pDr (Preuve 31m11a1re)’ a

Les theoremes que nous venons de démontrer nous per-
mettent, chaque fois que. nous avons comme théorémes "pDq" et
"gDr", de conclure "pDr". Nous nous servirons de cette tran-
51t1v1te de 1’1mp11catlon pour construire des' chaines déducti
ves en 'D! similaires & celles auxquelles nous sommes déja ?
habitués en 'C' et en 'I'. A la différence des chaines en =
1Tt et de méme en revanche que celles en 'C'; les chaines en

Dt sont valides . seulement dans la dlrectlon de gauche a
droite.

A342 pI(q+r)D.pIg+.pIr:

Preuve :

(2) g+rIg+.q+riIr ' A195

(3) qI(g+r)C.pI{q+r)I.plq :

)
C.pI{g+r)C.pCq
4) q+rIrC.pI{g+r)C.pIr parelllem
) pI(g+r)C(pIq)+.pI{a+r)C.pIr (2), (3), (k)
A342 (5), Allg/z, A323/3



A3L2/2 pI(q,r)D.pIq+.pIr»

A343 pDq.(p'D r D p p'D.q.r
Preuve : pI(p.q)dp'I.p'.r)D.p.p'I.p.q. p'.r A325
D.p.p'I.p.p'..q.r
D.p.p'D.q.r
A3LL pDgD.p.rD.g.r
Pg§uvelz . I
pI(p.q)C.p.rI.p.q.r
53) pI(p.q)D.p.rI.p.r.q.r AR37/2
A3L1, (3)
A3L5 pDgD.p+rD.g+r
Preuve :
(2) pI(p.q)C.ptri.p.qg+r
I.ptr..q+r -
(3) sin2Ddext2 (2), A237/2
A3L6 p.qD.p+q ‘
Preuve : )
(2)  pI.p..p+q
(3) al.q..p+q
(4) p.al.p.(p+q)..q..p+q (2), (3), A325
I.p.q++p+q RN
A346/2 p.qD.p (Preuve : df 10, A7) -
A346/Lk pDq.p'Dq')D.p+p'D.q+q! (Preuve : A34L6/3, A328)
A346/5 SplSSp (Preuve : A346, 4106/3, 4106/4)
A346/6 p&quI qD.pCr
Preuve
(2) Lp qDrD.Fp+(Lp.q)D.Fp+r A3L5
D.Fp+Lp.(Fp+q)D.Fp+r
D.Fp+qD.Fp+r AR03, Al111
D.gD.Fp+r A328, All5
(3) aD(Fp+r)D.Lp.qD.Lp..Fp+r A3LL -
D.Lp.Fp+.Lp.r
D.O+.Lp.r
D.Lp.r :
Dr A3L6/2 .
A3L6/6 (2), (3), AléL, A31l4
A346/7 pZqZpIp :
Preuve : pZqZpI. N(Np+q) p A106/2
I.p.Ng+p
Ip
A346/8 pD.pCqCp
Preuve : pDp A101/3
D.p+.Lp.Fq A34L6/3
D.Lp.Fg+p
D.FFp.Fq+p

D.F(Fp+q)+p
D.pCqCp

73

(Preuve similaire, & partir de A194/5
au lieu de A195)



Tk
CA3L6/9.

quC( Cp ) Cp
Preuve : pCq ( Cp )I F(Fp+q)+.Fq+p
I.FFp.Fq+.Fgt+p
1. Fq+p+FFp..Fq+p+Fq ,
T.qC(p+Lp)..qCp :
IJQQ-p+Ldea—, A131/2
- T.qCp. .~ : .
A347 pDg+(p'Dq?)D.p.p'D.q+q' (Preuve : A3LL, A3L6

A348 pC(pDq)=.pDq.

?r§uve :
2 pIOC.pl.p.q
(3) FpC.pI.p.q (2),
(4) pDqC.pl.p.q
(5) 3.4C.7Fp+(pDg)C.pI.p.q
(6) pC(pDq)C.pbq
(7) pDqaC.pC.pDg
A3L8
A348/2 qD(pCr)D.p.qDr
Preuve :

(2)

(3)
(4)

gD(pCr)I.qD.Fptr
I.9DFp+.qDr

qDrD.p.gDr

pDFqC.pCFq
C.Fp+Fq
CF(p.q)
C.p.qlO
C.p.qDr

) pDFqD.p.gbr

sin3+sin5D.p.qDr

A348/2

A349 pD(gDr)D.pDgD.pDr
Preuve :

pD(qDr) CepC.qDr
pDqI.ql.p+q

pbqC.ql.p+q
qI(g+p)C.pC(qDr)I.pC.q+pDr
sin5C.sindext5Cdextdext)
q+tpDrl.gDr..pDr . .
pCsin7C.pCdext?7
dext7C.pDr

9C.8C. 7p051n7C C.pDr
qI(g+p)C.pC(qDr)C.pC.phr
pDg.(pC.qDr)C.pC.pDr

pDg. (pD.gDr)Csinl?
Cdextl2
C.pDg
pD(qDr)C.pDqC.pDr
C.pDgD.pDr
A3L9

A350 pDgD.pDrD.pDq.

A351 FSp.FSqC.p=g=
Preuve :

pIqC.p=q

) FSpl.Hp+Fp

) FSql.Hg+Fq

) FSp=.pI0+.plIl
) FSq=.qI0+.qIl

~ O STV W N

o~ ——,
S e N

=
IS

.pDr
-pIq
AR18
id

(Preuve

df 5,

AR18,
pareillem.

AR02/3, AP20/2

A167, 4123
(5)
Al127

(6), (7)

A336
A327 '
A126/2

Al6

2 .
"A328

[ARRN L I o
[)AVER N}
~ e\
- ~J
~

Al26/2
4192
(3)

(5)
A328
(7)
All5
A132/2 .
(10)5 -(6)
(11), (39,

Al26/2, Al31/5
(12)

A3LE

(13), A129
A237/2

(14), a=37/2 .

: 4333, A332/2)

df 14
(3),4202/2, 4202/3

A132/2
2129



(7) FSp.FSq.(p=q)C.pIg (5), (6), AR5L, rinf 18
(8) FSp.F3qC.p=qC.plq (7), 8129
9) FSp.FSqC.pIqC.p=q . (2), Al27
10) FSp.FSqC. dext8 Hext9‘ (8), (9), A131/3
A351 (10}
A351/2 le—Hp
Preuve :
(2) . HpC.pIl . 4202
C.1Dp : A189/ -
(3) 1DpC. lI(p 1)..pl.p.1 . A111, A127 AlBl/h
C.1I
~ CHp P ; 'A202/2, rinf 18
A351/2 | (2), (3)
A351/3 pDO=Fp  (Preuve similaire)
A352 pDql.pD.p.q (Preuve : df 10) - . Yau xviaral
A352/2 pDqD.HpDHq- (Preuve : Al94/2, A351, rinf 18,A129,A352,
A352/3 LpDqD.pDHq . (Preuve : A352/2, A175, A126/2,A131, A3LQ,
A237/2) |
A352/L . pDqD.LpDLg (Preuve : A126/2, A245/2 A237/2
A353 pC.pDCq (Preuve: A126/2,A131/5, A121, A129) pbZ30T Lt

A353/2 " FpC.qDpDFq
A353/3 pDgD.FgDFp
A353/4 pDFQD.qDFp

(Preuve:
(Preuve

(Preuve
A233/2,

A35k qC.pDFg+(pDr)I.pDr
A354/2 FqC.pDg+ (pDr)I.pDr

A355 quc;qu

(Preuve

75

A251/2 ,A126/2,A131,A129/2,4233 )2,
: A193, A352/2)

: A353/3,A126/2, A172,rinf 18
4220/, A237/2) |

: A137/2 A336)

(Preuve 51m11a1re, par A6 au lieu
de A137/2)

(Preuve : A126/2, 4179, A106/2)
A356 pC.FpDq (Preuve : A137/2
A356/2 HpC.NpDg (Preuve : A202/L)
A357 pD{gDr)D.p.gDr
Preuve :
(2) qDrD.p.gDr - A327 TR
(3) pD(qDr)D.2D.pD.p.qDr - A341
éh) sin3C.2C.pD.p.qDr (3), A126/2 A125
5) 2C 7s1n3C pD.p.qDr o (4), Al23
(6% sin3C.pC.p.qDr ‘ A126/2 A125
(7) pC.sin3Cp.qDr (6), Al23 S AR
(8) FpC.pDr A17L
C.p.qDr A327, Al26/2, A125
é9) FpC.sin3C.p.qDr (8),. A127 Al24
10) sin3C.p.qDr (7), (9) o
A357 (103, ' 443772
A358 pDqD.p'Dq'D.pDq (Preuve : Al27, A237/2)

A359 pC(qDr)C.pDqD.pDr
Preuve :

2) FpC.pDr

3) pDrC.pDgD.pDr

L)

5)

FpCdext3
qDrC.pDgD.pDr
A359

(

A170
%3?8, %26/2

A341, A126/2, AlR3

A237/2
(L), (5), 4167, a123
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A359/2 pDg.(pC.qIr)C.pDr
Preuve : _

() qIrC.qDr —~ - - A189/L
(3) pC(gIr)C.pC.qgDr (2), Al1g -
(4) pDg=.pC.pDg A3Le
(5)  pDq= (pC-qIr)C.pC.pDq. .qDr (3), (&), a131/2
~ C.pC.pDr A19L/2 -
C.pDr A348, rinf 18

A360 pDq.F(pIqg)I.NgDNp.F(NpINg) (Preuve ¢ A191/2,A193,4325)
A361 pD(q.r).Ds)D.pD.q.s (Preuve: A333/2,A126/2, A323/L)

Le théoréme A360 marque en vérité la transition au =
chapitre suivant. Jusqu'ici, en effet, nous n'avons étudié =
que des théorémes ou, pour quelque p et quelque g, “qu" est
vrai. Mais il nous faut aussi considérer les cas ou il ests
tout & fait faux que pDg; i.e. les cas ou p est plus vrai que
q. Dans une logique bivalente ceci n'est possible que dans=
le cas ol p est faux et q vrai. En partie, cette condition
demeure. valide dans la logique infinivalente As. En effet :
s'il est tout & fait faux que le fait que p implique le fait
que ¢, si donc le fait que p est plus vrai que ne l'est le =
fait que q, alors il est vrai que p et il est faux que q.
Mais, attention!, il n'en ressort nullement que p doive &tre
tout & fait vrai, ni non plus que g doive &tre tout a fait
faux.. .C'est ce que nous verrons tout de suite, au ‘chapitre 10.

i nn _ll oy, n

Chapitre 10.- SURIMPLICATION

La surimplication d'une phrase ou proposition q par=
une autre p c'est la relation qu'il y a entre p et g lorsque—
q est plus vraile que p. Dans le systeme A toute phrase surim-
pllque quelque autre phrase, 4 moins que la premiére ne soit=
tout & .fait vraie. De méme, toute phrase est surimpliquée =
par quelque autre phrase, & moins que la premiére ne soit -
tout & fait fausse. La surimplication est symboliquement no-
tée par 'H'. )
A362 pkqD.pDg.F(pIq)
Preuve :

(2) F(qDp)CF(pIq)
(3) sin2Ddext2

(4) p%qD.pDq.F(qDp)

o

A189/L, A197
AR33/2, 4?220/L, ()
df 19, A237/2 :

A362 (), (3), A361
A363 hql.pDq.F(pla)
Preuve : :I
&2) F(pIq)I.F(pDq)+F(qDp) A314
3) pDq.F(pIq)I.pDq.F(pDq)+ qu .F qu) (2)
I.0+.pDq.F(qDp
A363 L (3), df 19
A36L F({php)
Preuve :
52) L(pIp) Al71
3) FF(plIp) (2)
(4) F(pbp.F(pIp)) (3), A116/3
A36L (4), A363

A365 phqDF (q%p)

Preuve : e L ey




A367/6 qDrD.phqD.phr
2y ar{avr) 0. ol pi
qI(q.r)C.plql.ph.q.r
C.p%ql.p%q. .phr
C.p%qD. phr
A367/6

A367/7 phaD.pk.ptq

(Preuve

. 77
A362, A3L3

2) phq.(q%p)D.pDq..qDp.F(pIq)
DO A314
(3) F(phq)+F(q%p) (2), A291
 A365 | (3), A233/2 A220/4,
A366  phq.(q%r)D.phr
?r§uveD: (qDr)D.pD A19L/2
pDq. (qDr)D.pDr

(3) 5q. (q%r)Dsin2 A362, A343 A333/2
(1) 0. 5. . =),

L IrC.sin3C.r%q..q%r

i o A365, K126/2, A16

5) F(plr.sin3) A291, (4)

6) sin3CF(pIr) (5)

7) sin3DF(pIr) A233/2, A220/4
(8) sin3D.pDr.F(pIr) (3), (7), A3LL

A366 (8), A36
A367 phqa+(q%p)+.plq
Preuve :

(2) pDg+.qDp A19L A
(3) pIq+F(pIq) B
(4) pDq.(pIq+F(pIq))+.qDp..pIq+F(pIq) - (2),(3)
(5) pDq. (pIq)+(qu (pIq +(qDp..pIq)+.qDp.F(pIq) - (4)
(6) pDq.F(pIq)+(qDp.F(pIq))+.plq V (5),A314

A367 (6), A36
A367/2 pDql.phq+. plq :
Preuve : -

2) phgD.pDq A363, A3L4L6/2
(3) pIaD.pDq A31L, A3L46/2.
{&) pha+(pIq)D.pDg (2), (3), A328

5) phqlO+.phqI.pDq A303/2, A270
“(6) phqIOC. p%q+ (pIq)I.plq

C.pkq+(pIq)D.pIq (3), A341
(7)  phal(pDq)C.p#kqD.pDq A101/3 .
(6)  plar (p1q)5: 2T (PT2ID-pDa )7 &%
p°q+ q pLq AP/ s \
S (4),(6),A314
A367/3 p%q_F aDp) Y
Pgeuv§7:CF Dp) df 19, AL15
»qCF (qDp ,
ng F(qDp)C. p%q A367, A367/2 AZ51
A367/3 2), (3}
A367/4 p7 I.p%q..p%r . ‘
Preuve: }?q r) I pD(q.r). F(q er) df 19
. I.pDg. (pDr). F(qu+ rDp) A333, A339
I.pDg. (pDr) (qDp) .F(rD : ¥
I pDq.F(qDp)..pDr.F er?
- I.p%q..pfr df 19
A367/5 pra%brl.phr..qbr (Preuve :

df 19, A328, A336)

A367/L
(2), A237/2

. 4367/6, A346/3)
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A368 F(plq)=.phq+.qhp
A368/2 phql. . NqZlp

A371/7a phalO+.phqls
Preuve & '

(Preuve
(Preuve :

/ rinfl8&)
: A367,4251,A367/3,A314,A116/3

A363, A360)

A368/3 qppD.p.q%p (Preuve : A367/7, A368/2)
A368/L pDaD.qhrD.phr (Preuve—: A367/6, 4193, A368/2)
4369 NpC.phl
Preuve :
(2) pDhl1 A111
3) NpC.pDl (), A127
(4) Hp=.pIl 4202/2
(5) FHp=F(pIl (4), rinf 18
(6) NpCLNp Al171
CFHp
CF(pIl) (5), rinf 18)
(7) NpC.pDl.F(pIl) (3), (6), a131/2
C.phl A363
A371  p=.0%p
Preuve ﬁp— (pI.p.0) A367/3
=F(pIO
=FFp A202/3, A220
=p Al72
A371/2 p=.Nphl . (Preuve : A37L, A368/2, df 18)
A371/3 Np=.phl (Preuve : A371/2)
A371/L  q%pCp
Preuve : .
(2) FqC qvepI.0%p AR02/3, rinf 18
C.g%pCp A371 /AT29,E1272]2
(3) qC.q%pCp daf 19, AR2,A126/2, A121 ,A185,
8371/L (2), (3)
A371/5 NphqCp (Preuve : A371/k, A368/2)
A371/6 phqCNp . (Preuve : A371/5)

22) p%qI pDq.F(qDp) daf 19
3) pDqli+.pDqI0 AZLL,
(L) pDqIOC. ﬁqu df 19
(5)" phqIOC. pAqD i '
C.p%qC( p ﬁq C.phaD.p'%q" A127
(6) F(qu)IO+ F qu)Il A230
(7) qDp) I0C . p410 df 19
(8) quI%C quIz.(F(qu)IO)+.quI%..F(qu)Il - (6),4132/3
(9) pDqIi.(F(qDp)IO0)C.p%qIO (7),4125/2
(10) F(qDp)IiC. -pDq.F(qDp)I.pDq
.p%q1.pDq df 19

(11) pDQI4C.F(qDp)I1C.phql} (10)
212) pDqIi. (F(qDp)I1)C.phals (11); A129
13) dext9C.phqlO+. p%q]:2 A116
élh) sin9Cdextl3 (9), (13)
15) sinl2Cdextl3 (12§, 4116
(16) sin9+sinl?Cdextl3 A120/2,(1L4),(15),4117,
él?) sin8Cdextl13 (8), (16)
18) sinkCdextl3 (4), (13) (dexth=dext9)

3C./dext13 (17}, (18),4117,A120/2

A371/76  p%HaC(p'%q!’

Preuve :

)C.p#aD.p'%q!
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2) p'%qtI0+.p'%q'Ii . A371/7a
3) phqliC.phq : ; A101/2
C.p%qC(p'%q')C.p1%q! 4121
CL%P'% LD I A172, rinf 18
CFF(p'%q') - |
CF(p'%q'1I0) A202/3, rinf 18
C.p'%q'I3 (2), A251 |
(4) sin3C.sindext3Cisin3.dextdext3 Al31, Al32 ‘
C.pfaD.p'%q? AL89/
A371/ 70 (4), A371/7a + ligne (5) de

la preuve de A371/7a

Nous avons pu constater que la surimplication '%! =
est un ordre strict, & savoir une relation irréflexive, asymé
trique, transitive et connexe. Il faut néanmoins préveiair =
une possible mécompréhension de la connexité de la surimplica
- tion; telle qu'elle ést ici en vigueur, la connexité ne sig-
nifie pas que, pour tout p et tout q, ou bien "p%q",-ou bien=
"q%p", ou bien "pIg" doit &tre une phrase assertable; car ‘=
l'assertabilité d'une phrase réside dans le fait qu'elle soit
vraie & tous les égards. Il s'agit plutdt d'une connexité =
interne, non externe (en usage, non en mention; ou, si 1l'on =
préfére, intralinguistique, non métalinguistique). Ce:qu'elle
contient c'est uniquement le fait que, pour tout p et.tout g,
la phrase "phq+.qkp+.pIq" est vraie, i.e.: ou bien.il est: =
moins vrai que p que non pas que q, ou bien il est moins vrai
que g que non pas que p, ou bien enfin il est aussi vrai que=
b que 4. : ; v v \

Chapitre 11.- LE PLUTOT VRAI ET LE PAREILLEMENT VRAI ET FAUX.

Nous connaissons déja plusieurs foncteurs d'assertim
ou d'affirmation : d'un c8té, un foncteur réduplicatif !NN!,=
qui constitue une transformation identique ou nulle d'une pro
position; d'autre .part; 'L!', ou 'FF', qui est um assertion=
faible; enfin, une suraffirmation 'H'. Nous allons introdui-
re maintenant un foncteur - d'assertion .intermédiaire entre la
simple réduplication 'NN' et la suraffirmation 'H', & savoir=
le foncteur 'P', une phrase !'Pp' étant vraie ssi p est au ==
moins aussi vrai que faux. Pour ce foncteur une variante du
principe de tiers exclu est valide (cf. ci-dessous, A373) :=
pour toute phrase p, soit il est plutdt vrai que p, soit  il»
est plutdt faux que p. De nouveau, il faut bien préciser que
ceci n'entraine point que, pour toute phrase p, soit "il est
plutdt vrai que p", soit "il est plutdt faux que p" doive =
étre une phrase assertable, i.e., une phrase vraie sans res--
triction (& tous égards).

A372 PpI.p.L(NpDp)
Preuve : Ppl.NpISp&p
I.L?NpISp). z Al6L

I.p.L(NpISp
I.p.L{(NpI.p.Np) af 14
I.p.L(Npr?
A373 Pp+PNp
Preuve : S
%2; pDNp+.NpDp © - A194/5
3) pDNpC.pCNp : A126/2
CNp : A293
2&) pDNpC. L (pDNp) .Np | (3), Al71, Al131/2
5) NpDpC.L(NpDp).p pareillem.
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(6) (NNpDNQ Np+. L(Npr) P

"A373
A374 PpDp (Preuve

A374/2 FpDFPp (Preuve :

A375 PpC PpIp
Preuve -

(2) NprC L(Npr)Il
(3) PpC.NpDp

: Cdext?

... A375

A377 Pplp+. PpIO
Preuve :

(2) FPp+Pp

(3) FPpC.PpIO
{4) PpC.PpIp
L A377 -

. A378 FpC. PpIp

Preuve : .

(2) FpC.pIO |

(3) pIOC.p.L(NpDp)IO
C.PpIO

P
(4) FpC.pIO..PpIO
C.Pplp

A378/2 HpDPp
Preuve : .
(=) HpDp
(3) HpC.NpIO
i C.NpDp
(4) HpDL(NpDp) |
(5) HpD.p.L(NpDp)
HpDPp

A378/3 pDPLp (Preuve
A378/4 FpC.NPpIl (Preuve

A378/6 HpIHPp

Preuve :
(2) HpC.PpIl
CHPp
(3) FSHPp
(4) 3C.2= 7HpDHPp
(5) HPpDPp
Dp
6) HHPpDHp
7) HPpDHp
A368/6
A378/7 HPpIPHp
Preuve :
(2) PHpDHp
DHPp

(3) HHpIHPHp
L) HpDHPHp
) HpobPR
5 PpDPHp

A378/7

: A322, A346/2)
‘437, A353/3

(2), (&), (5)
(6), A372

4131
A372, A1l5
(2)

A372
(2), (3), AlR5, A131/2

A178
A202 /1,

(3), A220/5
(2), (4), A332
(5), 4372 .

. A175, A378/2, A341)
: A178, A202/5,. A1G1/2).

4378/5, A191/2
A202/2, rinf 18

A233/3

AR20/L
Al178

A37h

(5), A352/2
(6) .

(L), (7), A117, A31L

A374

A378/6

A378/6 a

(3) , A189/4"

Al78

(L), A378/6 -

(2), (5), A117, A314
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A379 Pplp=.Pp+Fp
Preuve :

() Pp+FpC.Pplp A375,A378,A120/2
(3) Fpp.LpI.Lp. F(p L(Npr)) A372
I.Lp..Fp+F(Np :
I.Lp. Fp+ F(Npr) Lp
I.F(NpDp).Lp A212
(4) F(NpDp)CF(p.L(NpDp)) A116/3
CFPp A372
(5) LpvF(NpDp)C.Lp.FP (4), A131/5.
C.F( 10? PpIO A202/3, A219/2 .
(6 PpIOC;F(pIO)CF(pIPp) ..
(7) F(pIO).(PpIO)CF(pIPp) (6), A129
(8) F(Pp+Fp)CF(pIPp) (3), (5), (7)
A379 (2)) (8)) A212/2
4380 PPpIPp ‘
Preuve : . :
(2) PpDPPp=.PpC.PpDPPp A3L8
(3) PpDPPpI.p. L(Npr)D p. L(Npr .L(N(p.L(NpDp) )D.p. L(§ggp))
\ I.p.L(NpDp)DL|Np+F (NpDp)D.p.L(NpDp)) A352
(&) FeL e L 1ebe , 2ls
p Np : o Lo 3 f
PP . p Dp}I0 L rinfl8,4219/2
C. Np+F(Npr)INp -
(6) Pplsin5 A372
27) dext5Cidext3I.p. L(Npr)DL(NpD p. L(Npr))
8) PpCdext5C.PpDdext7 ' (7),A118
€9) sin8 e o (5) 4372
10) PpCdextdext7C. PpCdextB j ,Af‘§'“f<{, (9 ),(7),(8) A132
211) PpCdextdext7=dextdext? : "~ A372, A3L48
12) dextdext7I.p.L(NpDp)D.L(NpDp).L(NpDL(NpDp)) A333,Al61
I.p.L{NpDp)DL(NpDL(NpDp) ? A352
(13) L(NpDp)C. NpCL(Npr§ , Al127
C.NpDL(NpDp) | . A220/4 rinfl8,A233/3
(14) p.L(NpDp)DL(NpDL(NpDp)) A245/2, rinfl8,A327
(15) dextdext7 . (14), (12)
(16) PpCdextdext?7 rinfl8,(11), (15)
17) PpCdext3 N ; (16), - (10),
18) PpCsin3 | * | (3) (17)
1380 . SO (185 (2)
A381 pINpC.Pp.PNp
Preuve : ,
(2) pINpI.pDNp. Npr A31lL
(3) pINp=L({pDNp..NpDp) | (), A172
(4) pINbUL(pDNp N D ) | ‘ (3)
(5) pINpI.pINp. L(pDNp -Npr) ! (4), A2R9/L
- 1.pDNp..(NpDp). (pDNp. NpDp) A314
I.pDNp..NpDp.L(pDNp).L(NpDp) Al161
(6) pINpCdext5 (5)
C.pCNp. (NpCp) .L(pDNp) .L(NpDp) AlR6/2, A131/5
C.Np.p.L{pDNp) .L(NpDp) | A293, A29h
C.Pp.PNp : : A372
A382 Pp.PNpC.pINp _
Preuve : T
(2) PpC.NpDp . . . - A372,A115, A170, A125
(3) PNpC.pDNp A id :

| : A
4382 | (2),.(3), Al85, A3LL

POSTF N RO VE S
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A383 pINp=.Pp.PNp (Preuve : A38l, A382)
A384 Pp.PNpC.Pp.PNpIp..Pp.PNpINp

Preuve : ; _
(2) Pp.PNpC.PpIp..PNpINp A37L, A185
(3) Pp.PNpIPp+.Pp.PNpIPNp A19L/5 .
(4) dext2C.Pp.PNpIp+.Pp.PNpINp (3), rinf 17 bis
(5) Pp.PNpC.pINp.dext4 (2),(L),A382,A131/2
(6) dext5C.Pp.PNpIp..Pp.PNpINp 4196/3, A129
Pp.PNpCdexté : (5), (6)
A385 Pp.PNpC.PpIp..PpINp ,
?g?uvg : NpC.pIN o 1382
p-PNpC.plINp A
(3) Pp.PNpC.PpIp A375, Al25/2
(L) sin3C.dext3.dext? (2), (3), a131/2
C.PpINp
(5) sin3C.dext3.dextl (3), (&), A131/2
A386 Pplp.(PpINp)C.Pp.PNp - o '
Preuve : PpIp.(PpINp?C.Pp+Fp..p.L(Npr)INp A379,A372

C.Pp+Fp..pIl.Np+F(NpDp)
C.Pp+Fp..p=.Np+F(NpDp) = AZ218,4169 .
C.Pp+Fp..p=.Np+.p%Np A367/3,rinfl8
C.Pp+Fp..pC(Np+.pfNp)..NpCp A4120/2,A115,

C.Pp+Fp..pCNp+ (pC.pfNp).. .NpCp / A16S
C.Pp+Fp..pCNp..NpCp A118,A169,A371/L

C.Pp+Fp.Np.p o AR93,AR9L
C.Pp.Sp+.Fp.Sp .
C.Pp.Sp
CPp Al22/2
C.Pp..PpINp A131/4,A122/2
C.Pp..PPpIPNp .
_ C.Pp..PpIPNp . A380
R C.Pp.PNp A187/6

A387 Pp.PNp=.Pplp..PpINp 5Preuve : A385, A386)
A388 pINp=.Pplp..PpINp (Preuve : A383, 4387, rinf 18)
A389 pINpI.PpIp..PpINp (Preuve : A388, AR37) .

I1 est facile de constater que tous les résultats =
atteints jusqu'ici sont indépendants de l'axiome A25. Beau--
coup dlautres résultats postérieurs sont, & la vérité, indé--
pendants de cet axiome-ld. Mais, étant donne le rdle central
que joue la constante définie '3' dans le systéme A; il  pa-
rait judicieux d'introduire maintenant cet axiome dans notre=
démarche déductive, afin de mettre en évidence les propriétés
de '3', i.e. du pareillement vrai et faux.

A390 pINpI.pI (Preuve : AR5, A1l91) ‘

4391 PpIp.(PpINp)I.pI% (Preuve : 4390, A3€9)

A392  Pp.PNp=.pI% (Preuve : A3%91l, AR18, A387, rinf 18)

A393 pIqC.P(pIq).PN(pIq) | ‘ -

Preuve : pIqC.pIqls ARLL /2, A126/2
C.P(pIq).PN(pIq) A392

A394 P(pIphPN(pIp) (Preuve : A101l, A393)

A394/2 P(pIp) (Preuve : 4394, A22)
A394/3 P4.PN%4 (Preuve : A39L4, df 17)

A395 LINL (Preuve : A394/3, A383)
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A396 3INiI: (Preuve : A395, AR4L/2)

A397 AINZIN(3IN3) (Preuve : A396, A390)
A398 313132 (Preuve : AZQA/Z)
A399 3IzIN(3I3) (Preuve : A398, A390)
ALOO 3I3I.3INE - (Preuve : A395, A23)
ALOl LILIN} (Preuve : A398, A395)
‘5313 (Preuve : A395, A189/5, df 14)
ALO2/2 8} (Preuve : ALOR, AI01/2)
Ako3 S3INS3 (Preuve : A4LO2, A390) - -
ALOL  SAISNY  (Preuve t A395)
ALOL/2 S3INY  (Preuve : ALOR, A395)
ALO5 PAI3 (Preuve : A19L/3, A22, A375)
ALo6 P3IN: (Preuve : ALOS5, A395)
A4LO7 P3IPN: (Preuve : A395)
ALO8 P3INPE (Preuve : ALO6, ALO5, A191/2)
ALO9 N(3.3)I% (Preuve : A395)
ALLO N(%.3..3.3)T3 S
A41l N(pIp) (Preuve : A395, df 17)
AL12 PN(pIq) ' ‘ ‘
Preuve : - CL _ ;
(2) pIgCPN(pIq) - Lo LA393, A115
(3) HN(pIq)CPN(pIq) Ty A378/2
(4) (pIQJCPN( plq) §3)_ | j
Ah 2); (4)) A;67
AL13 PpC.Npr (Preuve : A372, Al70, AlR5) - |
ALly PpC.pl.p+Np (Preuve : A4lk, A192)
AL15 PpC.NpIp+.Npfhp (Preuve : AL13, A367/2)
A416 NpIpC.iDp (Preuve : A390)

AL17 NphpC.i%p o
Preuve :
(2) Np% p% )D.Nph3 a A366
(3) sin2 : : All5
?Np < A368/2
A395
(L) 31n20 z%Np Nphy o (3),(4),A126/2, A131/2
$5; Fdextl, o A365 A126/2
6) Fsin? z
7) Npfhp. (pI3)C.F(NpIp)..NpIp A39O A362 All5
8) Fdext? 410972 |
9) Fsin7 . - S (8), E,) -
10) NphpC.F(phs) pI% (6), (99 A131/2. :
A367C 11C, /Ahl7 4 A251/3° .
AL17/2 . M%hpC.Nphp (Preuve : similaire & celle de’ ALL7)

AL18 Np%hpC.iDp (Preuve’ : A4L17, A363, All5) . .
AL19 PpC.3Dp (Preuve : AL13, AL15, AL16,AL18,4167, A125)"
ALR0 FPpCF(gDp) :

Preuve : ' o
ézg FPpI. Fp+FL(Npr) e ~A372
3) FpC.pIO LT A16
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(L) FpC.NpIl
(5) F(1DO)
(6) FpC.pIO..NpIl

CF(NpDp)
(7) FPpCF(NpDp)

ALZO

AL21 Pp=.iDp (Preuve
A422 Pp=.NpD3 (Preuve
AL23 Pp.PqC.NpDg..NgDp
Preuve :
(2) Pp.PqC. NpD%..%Dq
( Pp.PqC.NgDi..3Dp

2
3
(L) dext2C.NpDg
(5) dext3C.NqDp
sin?C.dextl, .dext5

A42L P(p.q)I.Pp.Pq
Preuve :

(2) P(p.a)I.p.q.L(N{(p.q)D.ps
I.p.q.L(N(p.q)Dp
I.p.q.L{(N(p.q)Dp)
I.p.q.L{(Np+NqDp).
I.p.q.L{(NpDp..NgD
I.p.q.1(NpDp).L{Np
I.p. L(Npr)..q.L(N
I.Pp.Pq..L(NgDp).L

3) P(p.q)D.Pp.Pq

L) Pp.PqC.NpDq..NgDp

(5) Pp.PqDL(NpDg..NgDp)

D.L(NpDq) .L (NgDp
D.Pp.Pq.L(NpDq).
DP{p.q)

AL2L S

AL25 Pp=.NpDp

Preuve :

(2) Np+pIpCp

(3) sin2I.NpDp

4) NpDpCp o

5) NpDpCL(NpDp)

(6) NpDpCPp

ALRS

ALR6 NprDPp

Preuve :

(2) NpDpCp

(3) NpDpC.NpDpD3

43 PpC.3Dp

5) PpC.Pplp

6) PpIpC szC iDPp
57; PpC .3DPp

8 gDp C.3DPp

9) Pp051n8

103 PpCdextg

11) NpDpC.iDPp

(12) NpDpC.dext3.dextll
' C.NpDpDPp~

ALR6

AL26/2 NpDpDp (Preuve :
ALR6/3 pDNpDNp (Preuve

A202/5
A2L0, A126/2
(3), (4), A131/2

(2
(7

5), rinf 17 bis
), (6) -/ A395
), 4367/3,rinfl8,A368/2,AL17,

: ALL19, ALRO, AL12/2)
: ALR1, A193,: A395)

A422 AL21, A185

(2), (3), (&), (5),A131/2

A372
)Dq) A333
.q)Dq) Al61
qDq)
qu.;Nqu) A328
(Nqu) L(NgDq) Al161
L(Nqu) L(NqDp)
. A3

(2),A346/2

423

(4), A220/5

A161

A352

(2]
(3), (4) ,A314

CA180
A192-

(2),(3)
A171

C{4),(5),A131/2, A372
(8)

Ahl3

AL25 oo
ARLL/2,A125 ,4189/4

AL19
A375
§5), (6)
7), Al29
(L), AL31/4
%9), §8)
2), 1og
(3), (11), A131/2
A19L/2, Al25
(12), A348

A426 A37L, A3L40)
: AL26/2, A193)



ALZ27 PpC.PpDqCPq
Preuve :

85

é2; PpC.iDPp . Al25, llgne (10) de la preuve deAhzé
3 Pp (BpDg) C. 3DPp. Pqu ), A131/5 3
C. qu A257
CPq AL21
ALR7 (3), A129
Ak28 Pp+PqDP(p+q)
Preuve : ‘
(2) P(p+q)I.Pp+Pq+(pyvL(NpDa))+(p.L(NgDp))+(p.L(NaDg))+
(q.L(NpDq) )+ (q.L(NpDp))+.q L(Nqu) A372,A159, A336 A337
ALRZS (2), A3h6/3 :
A429 P(p+q)D.Pp+Pq '
Pr?uve(: 1C.P 4375
P(p+q)C.P(p+q)I.p+q
(3) p(ptq)C(P(p+q) Ip§+ P(p+q)C.P(p+q)Iq (2),A195,rinf17
(4) sin3C.P(p+q)C.P(p+q)Dp A189/h alis
(5) dext3C.P(p+q)C. P(P*Q)Dq
(6) dexth+dext5 (3) (4), (5).
7? P§p+q)Dp+ -P(p+q)Dq - (6) 4348, rinflg
8) P(p+tq)C.sin7CPp ALRT
9) P(p+tq)C.dext?7CPg - id
lO; sin7C.P(p+q)CPp..PpC(PpIp).8in7 (8),4123,A375, AlBl
11 dext?C.P(p+q)CPq..PqC( q) dext?7 (9) 1d
12; dext10+dextll (7), (10), (13%
13) dextlOC.P(p+q)DPp A129/2, A131/5 A35
14) dextllC.P(p+q)DPq id
15) dextl3+dextll _ ( 2), (13) (lh)
AL29 ‘ (15), A336
A430 P(p+q)I.Pp+Pq (Preuve : A429, ALZ8, A31L)
AL30/2 PpDP(p+q) (Preuve :: AL30, A346/3)
AL30/3 PNpDPN(p.q) (Preuve : AL30/2)
AL31 pDqDb. PpDPq ‘ '
Preuve : '
(2) PpC.PpDqCq S AL27
(3) PpC.Pplp ' A375
%h; PpIpC.PpC.pDqCPq (2) :
5) PpC.pDqCPq (3), (4), A119
#6) pDqC.PpCPq (5), Al2L
7) pDaC.PpC.qDPq ‘ (6), A375, Al25 Al89/k
(8) pDqC.pDgq..PpC.qDPq (7))« Al31/L -
C.PpC.pDq..qDPq Al131, Al1R9 4
C.pDPq o A194/2 . -
(9) pDaC.PpC.PpIp..pDPq * (8),(3), A131, Al131/2
C.PpDp..pDPq A189/L, A131/5
| C.PpDPq A19L/2
(10) pDqC.PpDPq é9) A348, rinf 18
A 31 10§, a237/2
AL32Z FPp+FPNp+. pINp
Preuve :
é PNpC.pINp A382
F%Pp PNp§+ pINp (2)
AL32 (3)

A433 P(pCq)I.NPNpCPq
Preuve : A4L2G, A378/7

AL33/2 P(pCq)I.pCPq- (Preuve

: AL33, A378/6)
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AL34  pIqIP(plq)
Preuve :

{2) pIqC.P(pIq) A393, A22
(3) P(pIg)D.plq S A37L
(L) dext2C.P(pIq)I. pIq A385
(5) dextLC.pIgDP(plq) A189/4
(6) pIqC.pIqDP(pIq) (2), (&), (5)
(7) pIqDP(pIq) (6), A3L48
AL 3L (7), (3), A3LL
AL35 PpDNPNp -
Preuve : PpDp - A374
DNNp '
D. NNp+NL(pDN ) A3L7/3
DN (Np.L(pDNp))
DNPNp A372
AL36/2 NPNp=p
Preuve
(2) PNPDNP A3 7L
(3) pDNPNp (2), A193
(4  HPNpIHNp A378/6
IFp
(5) * pCNPNp (3), A126/2
o e '
7) HPNp+p (L), (6)
(8) HPNpCp (7) ‘
AL36/2 . (8), (5), A117
A436/3 pDgD.NPNpDNPNq (Preuve : A193, A431)
AL37 pDqIP(pDq) (Preuve : AL3L)
AL38 pINpD.pI.pINp - ' B
Preuve : :
(2) pINpD.pINpIz A2LL/2
(3) pINpD.pI3 A390
(L) dext2.dext3C.pI.pINp
(5) dext2.dext3D.pIl.pINp (L), A323/L
(6) sin?D.dext2.dext3 (2), (3), A332
D.dext5 (5), A341
AL39 Pp.PNpD.pINp
Preuve :
(2) Pp.PNpC. pINp A381
(3§ Pp.PNpDp ° A37L, A327
(L) Pp.PNpC.pI.pINp . (2), AL38, A1R6/2, Al18
(5) dext4C.Pp.PNpD.pINp 3 )
(6) sin4Cdext5 (L), (5)
AL39 (6), A348
AL40 Pp.PNpl.pINp
Preuve : L
2) NpDp.(pDNp)D.Pp.PNp ALR6, A343
3) pINpD.Pp.PNp (?2), A314
ALLO - AL39, (3), A31L
AkLl P{p.Np)I.pINp (Preuve : aLLO, ALZL)
ALk2 P(p.Np).P(q.Nq)D.plq
Preuve :
(2) P(p.Np)I.pINp ALL1
(3) pINpI.pl3 A390
éh) P(p.Np)D.plz - (2), (3)
5) P(q.Nq)D.qI3 " pareillem.
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sink.sin5D.dextl .dext5 (L), (5), A343
D.plq A3%§/h" ’

ALL3 PNpDFHp (Preuve : AL36, A378/2, A193)

ALLlL FH(pIlg) (Preuve : A443, AL1R)

ALLL/2 FH ) | .

ALL5 %1 (Preuve : A351; ALLL /2, A220, df 19)

ALL5/2 P(Np+Pp) (Preuve : A373, A380, AL30)

ALL5/3 PN(psNPp) (Preuve : ALL5/2)

AWL5/l, NP(p.PNp) (Preuve : 4374, 4193, A181, A380,A42L, Ah36/?

Chapitre 12.- LE PLUS VRAI QUE FAUX

Tandis qu'il se peut fort bien qu'un fait soit, tout
4 la fois, plutdt vrai et plutét faux (lorsqu'il se trouve =
qu'il est pareillement vrai et faux), il est en revanche tout
a fait impossible qu'un fait soit en méme temps assez vrai et
a 3sez faux, puisque, pour étre assez vrai, il faut 8&tre - plus
vrai que faux. Un fait est assez vrai lorsqu'll est plutét=
vrai et qu'il est entiérement faux que sa négation 301t plu
tét vraie.

.. Nous exprimons 'il est assez vrai que p' au mqgyen du
foncteur 'P' : "Pp". Certaines des propriétés de 'P' sont,
possedees aussi par 'P'. Il y en a toutefois:qui cessent
d'étre valides pour le foncteur qui va maintenant retenir.
notre attention. D'autres, au contraire, sont valides
pour 'P', mais non pas pour 'P!'. Par ex., tandis que "FPSp"
n'est pas valide, "FPSp" est valide.

ALL6 PEpIl.p.F(pDNp)

u [T

Preuve :
(2) Ppl.p.L(NpDp).F(Np.L(pDN df 16, A372
I.p.L{NpDp)..Hp+F( pDNp?

(3) HpDF(pDNp ALR6/3,A352/2

(4) F(pDNp)I.Hp+F(pDNp) (3), A192

(5) PpI.p.L(NpDp).F(pDNp) (2), (4)

(6) F(NpDp)C.pDNp) A19h/5 A251

pDNp) A220/5
(7) F(NpDp)I.F(NpDp).L(pDNp) (6)
ALL6 (5), (7)

ALL7 Pp.PqIR(p.q) . :

Preuve : Pp.PqI.Pp.FPNp. Pq.FPNq df 16
I.P(p.q).F(PNp+PNq) AL 2l
I.P(p.q).FP(Npt+Nq) AL30
I.P(p.q).FPN(p.q)
IP(p.q) df 16

ALLS PpI.p.L(Nphp) (Preuve ':' ligne (5) de la preuve de ALL6,

A161, df 19) .
ALL8/2 PNpI.Np.L(phNp) (Preuve : ALLS, A368/2)
ALL9 Pp=.Npfp ' (Preuve : AL25,df16,4220,df 19)
ALL9/2 ENp=.phNp .
AL50 Pp=.3%Np (Preuve : ALL9, ALL7, ALL7/?)
AL51 'Pp=.Npk3 (Preuve : a450, A368/2, A395)
AL52 HpDPp (Pretve : AL26/3,A352/2,A178,A333)
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AL52/2 NPpD-p (Preuve : AL52, A193)
AL52/3 FpDPNp (Preuve : AL52)
AL53 NPpI.Np+L(pDNp) (Preuve : ALLOG)
AL5L/2 NPNpILPp+p (Preuve : AL5L, A372,A161,a426/2,A352/L)
AL5L/3 NPNpI.LPp+p (Preuve : A372, ALLG, A324/2)
AL45L /L, pDiD.NPNpIp

Preuve :
(2)  FPpCFLPp : B
= C.LPpIO : A202/3, rinf 18
(3) LPpIOC.LPp+pIo
C.NPNpIp AL5L/3
(4) pD3CF(5%p) - . A367/3, A219
(5) lCF%p ‘ » %4?0,(£§nf(l?‘
5 pDzC.NPNpIp - . L), , (3
AL5L /L ‘ (5), AR37/2

AL54L/5  phiD.NPNpIp (Preuve similaire)
AL55 Pp+ENp+P(p.Np) (Preuve : A367,A449,ALL9/2,rinfl8,ALL])

ALL5/2 Ppl.Pp+PSp (Preuve & partir de ALL6, paralléle 3 celle
- de A367 & partir de A363) '

. Les théorémes portant des numéros compris entre =

AL56 et ALT70, inclusivement, sont énumérés dans l'Annexe N° 2
de ce Livre I. Nous en omettons les preuves, car elles suiven
de trés prés celles déjd présentées pour A37L, A375, A377, =
A378, etc., hormis quelques complications supplémentaires. '

AL70 Pp=FPNp (Preuve : ALLY,A367/3,A220, rinf 18)
A472 F(Bp+«ENp)

Preuve :
(2) Pp+PNp A373
(3) L(Pp+PNp) (2), A171
(4) LPp+LPNp (3), A159
(5) FFPp+FFPNp (4) |
(6) F(FPp.FPNp) (5)
(7) F(ENp.Pp) (6) ,A470,A47L, rinf 18
ALT7R (7) :
AlL72/2 PN(p.PNp)
Preuve :
(2) PpCHLPp A171
CPLPp U PAL52, AlR6/2
CE(Np+p+LPp) ALGY /2 :
CP (Np+NPN ] AL5L /2
CEN(p-ENp§ -
(3) FPpCENp AL71
C.PNp+PNPNp A116
CPN(p.PNp) AL 65
AL7272 (2), (3)

AL72/3 PpC.PNpIO (Preuve : a472, A16)

AL73 FPSp (Preuve : AL72, ALL7, df 14)

AL7L FP(pIq) (Preuve : A412, AL70, A219, rinf 18)
AL75 FPi (Preuve : AL 74, df 17)

AL76 TFEN: (Preuve : AL75, A395)

Avant de mettre fin & ce chapitre, relevons un trait
particuliérement intéressant du foncteur 'P' : si nous pré--
fixons chaque varisble sententielle ou phrase atomique par le



89

dit foncteur dans tous les cas ol elle n'est pas précédée par
une négation 'N', et que dans ce cas-ci nous préfixons la for
mule niée du méme foncteur 'P', alors, en réduisant nos autres
foncteurs & 'C', '.' et '+', nous obtenons un calcul senten--
tiel quasi-intuitionniste, sans loi de contraposition. Ainsi,
si nous prenons les onze axiomes de Heyting, nous constatemns
aisément que, moyennant les adaptations ci-dessus mentionnées,
les dix premiers sont valides dans ce calcul (que nous pour--
rions appeler un'P-calcul'). De la méme fagon, dans l'axioma
tisation de la logique intuitionniste proposée par Yukasiewicz
le seul axiome non valide, traduit au P-calcul, serait le hui
tiéme.

Chapitre 13.- CONDITIONNEL ET BICONDITIONNEL ASTREIGNANTS

o Nous appelons ainsi les foncteurs conditionnel = et=
biconditionnel forts qui, par surcroit, posent une restriction
~aussi bien pour la protase que pour l'apodose, & savoir cdle=
d'étre plutdt vraies. Une formule en ce conditionnel astreig
nant, 'Q', & savoir "pQq" se lira : il est plutdt vrai que P
“seulement s'il est plutdt vrai que q". On-verra dans la Sec-
.tion III de ce Livre quel rdle privilégié joue le foncteur =
'Q! dans la théorie des ensembles Am, pour la définition des=
notions, fort utiles, de noyau et de confin, qui peuvent ==
8tre exploitées pour introduire définitionnellement 1tarithmé
tique sur la base de Am. A notre avis;, dtailleurs, parfois =
le sens & donner & une phrase courante du type "p seulement=
si q" est bel et bien "pQQ", le contexte d'élocution pouvantF
éventuellement préciser que ce qui’ intéresse le locuteur clest
le cas ol il ne peut pas arriver que p soit plutét vrai, tan-
dis que q soit assez faux. . _

Le conditionnel astreignant posséde une propriété de
MP restreinte, & savoir que, si 1l'antécédent est plutédt vrai,
le conséquent l'est aussi; mais il ne posséde pas le = MP =
tout court.: du fait qu'il soit vrai que p, et que "pQq', il=
ne s'ensuit pas qu'il soit vrai que q.

AL77 . pQQI.FPp+Pq (Preuve : df 21)

AL78 pQq.(qQp)I.p+qQ.p.q (Preuve:df21,A187/2,A4304A42h):
AL79 PpC.pQqCPq (Preuve : df 21, Al21)

A480 PNpC.pQq (Preuve : AL71, df 21, A128/2)

AL81 quC.quC.per (Preuve :-df 21, Al25)

" AL82 PqC.pQq (Preuve : df 21, A127)

AL85 pQa+.qQr (Preuve : A120/4, df 21)

AL86 pQ(qQr)I.qQ.pQr |

Preuve : pQ(qQr)I.FPp+P(PqCPr) df 21
I.FPp+P(FPq+Pr)
I.FPp+PFPq+PPr  AL30
1.FPp+HPNPq+Pr 4380, A378/7
I.FPp+HNPQ+Pr - A378/6
I1.FPp+FPq+Pr
I.FPq+.¥Pp+Pr ,
I1.PqC.HNPp+Pr .. :
I1.PqCP(PpCPr)  A430,A380,A378/7

: I.9Q.pQr .. df 21 1
AL87 pQq.(qQp)I.P(p.q)+FP(p+q) (Preuve : A187,A424,4430,df21)

AL88 Pp=Pq=.pQq..PNpCPNq (Pre%ve : A212/2, df 21,A470,A219,
- - rin

18)
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On trouvera dans l'Annexe N° 2 de ce Livre un certain
nombre dfautres théorémes en 'Q' trés facilement démontrables
aprés les résultats déja obtenus. En dépit de 1'étroite pa--
renté entre 'Q' et 'C' et du fait que tous ces théorémes sont
paralléles & d'autres dui ont été préalablement démontrés =
pour le foncteur 'C! (notamment dans les Chapitres 2 et 5 de
cette Section), il faut éviter la possible méprise de croire=
que toutes les formules valides en 'C' demeurent valides, soit
lorsqufon remplace l'occurrence principale de 'C' par une =
occurrence de 'Q', soit lorsqu'on subsitue & chaque occurrence
de 'C' une occurrence de 'Q'. Une formule dont la validité =
n'est pas préservée par le premier type de substitution clest
"pC.qCp", un contre-exemple pour le second type de substitu-

tion ctest "pC.qZHq".

On trouvera dans l'annexe N° 2 des théorémes valides
en 'M', le biconditionnel astreignant. Voici maintenant quel
ques théorémes env'f', un biconditionnel astreignant plus ==
fort que ™™M!

A503/3 quI.qu..qu..NpQNq..NqQNp (Preuve;df37,df11,df21)
A503/4 quI.P(p.q)+FP(p+q)..PN(p+q)+FPN(p.q) (Preuve :AL87,

A503/3)
A503/5 piq:.%Dp:(%Dq).. Di=.qD3% (Pge?ve:df37,A200,rinf18,Al93,
A395
4503/7 pgaC.N(p+q)D(p.q)+.p*a%N(p.q)
Preuve:
(2) Pp=Pg=.NpDp=.NgDq A200,ALR5,rinfl18
=.NpDp. (NgDq) +F (NpDp+.NqDq) A187
3) sindext2C.N(p+q)D.p.q A3L6/L ,A1R6/2
L) dextdext2C.phNp..q%Nq A367/3,A131/3
(5) p%Np%.p§&¥p+N? A3L6/3,A367/6,A126/2
«PpoN{P.q
(6) a%NqC.q%N(p.q) id
(7)  sin5.sin6C.p+q%N(p.q) (5),(6),8185,4367/5
(8) dextdext2Cdext?7 ) (&), (7)
(9) Pp=PqC.N(p+q)D(p.q)+.p+q%N(p.q) (2),(3),(8),A194,A129
(10) PNp=PNQC.p.qDN(p+q)+.N(p.q)%.p*q pareillem.
4503/7 (9),(10),A131/3,A368/2,d£37

Chapitre 14.~ L!'INFINITESIMALEMENT VRAT

I1 y a des faits qui sont aussi peu vrais que possi-
ble, tout en n'étant pas entiérement faux. Lorsque, d'un =
certain point de vue, un fait est vrai, mais aussi peu vrai =
que possible, nous disons que, de ce point de vue-1a, il est=
minimalement vrai, ou infinité€simalement vrai. Dans de pardls
cas, on dit aussi qu'il est pratiquement tout & fait faux ==
que telle chose arrive; toutefois, l'expression 'pratiquement
tout & fait faux! pourrait &tre identifiée aussi, quant & son
sens, & 'quasiment tout & fait faux!, qui, & notre avis, pos-
séde d'autres conditions de vérité, bien qu'apparentées : tan
dis que, d'un fait plus qu'infinitésimalement vrai, il est =
entiérement faux de dire qu'il est minimalement (ou infinité-
simalement, ou un rien) vrai, il est, en revanche, infinitési
malement vrai (non pas entidrement faux) de dire qu'il est ==
quasiment tout & fait faux. Enfin, il y a une synonymie (sé-
mantigue sinon stylistique) entre 'il est infinitésimalement=
vrai que ...!' et 'il est imperceptiblement vrai que...', ==
puisque, dans la plupart des contextes, la qualification=
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'imperceptiblement' ne se référe point ou guére i des percep-
tions proprement dites, mais & n'importe quel procédé de véri
fication mensurante. Lorsque la vérité d'un fait, tout en =
pouvant &tre constatée de quelque fagon, n'atteint pas un seil
de mesurabilité principielle, c'est que le fait en-question =.
n'a lieu (ou n'est vrai) qutinfinitésimalement -ou impercepti
blement. Une expression qui caractérise encore mieux cet ==
état de choses propre au minimalement vrai c'est le syntagme=
espagnol 'un si es no cierto! (que 1l'on ne traduit qu'approxi
mativement comme 'un rien vrai'!); une traduction littérale =
nous donnerait :tun oui-c'est-non vrai'. C('est précisément
une situation ou le oui est un non, car c'est le plus faible=
et le plus insignifiant de tous les degrés possibles du oui.

Avant d'entreprendre la démonstration des theorémes=
concernant 1l'infinitésimalement vrai, il nous faut, de par la
nature des axiomes. que nous nous sommes donnés, passer par =
quelques théorémes portant sur la surconjonction 171 ques=
nous avions frélée au Chapitre 5 (A194/3 et A194L/L) et qui fe
ra l'objet d'une étude plus fuillée au Chapitre 15. -

A504 p"ql.q"p (Preuve : 413)
A504/2 1"pIp

Preuve : : ’ ' ‘
(2) pD.1%p - All, A504
(3) 1*pDp A19L/3, A50L N
A504/2 (2),3), A1172 a31y
A504/3 Na .
Preuve : .
(2) %%% | AR8, A367/3
a : o N - . .

(2), A371/6

A504/l,  NpC.pDNa |

Preuve : \ )

22) 1Dp+(pD.1*Né)+.1IN(N§“NQ) Azq,dfuéidf47 ‘
a

3) Hp+(pDNa)+.1IN(Np*N A504/2, (2), A351/2,rinfl8

éu) Hp+ (pDNa ) +F(Np~N3) (3), AR02/5, rinf 18

5) F(Np*Na)CF(Np.Na) (3), A202/5, rinf 18
C.FNp+FNa
C.Hp+FN&

(6) A504/3C.7FNAIO A137/2

(7; dext5IH§ : 56)

(8) F(Np”~Na)CHp 5), (7) .

(9) Hp+(pDNa)+Hp gh),(S),All7;;A169

FNp+.pDNa 9) "

A50L/5 phlC.pDNa (Preuve : A50L/L, A371/3, rinf 18)
A504/6 pC.aDp (Preuve :. A504/k, A193)

A50L/7 & -
Preuve : ‘ : ‘ ’ o : ‘ - f
52} 4I0C.N(N3"NO)D(2"NO)C.2TO0&%+ .NATOKNE A27,A22,df30,dfL6,
3) sin2C.N(£*1)D(4%1)C.iT0%3 (2),d£18,4395
C.NiD1C.110&4 A50k ,A50L /2 :
C.3D3C. 31083 A395 :
c.zn?c.glo A276
C.iDiCFL A202/3,rinf 18
(4) Al01/2C./FiIO ' A137/2
(5) sin2C.4D3CO < (3), (4)
CF(3D%) = a201
(6) 4D . A101/3 -
(7) Fsin2 =~ | = . (5),(6),8171/2
5 . C(7),4218/2,0172
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A505 YpC. pe- qC.pDq

Preuve :
(2) pla.pCp _
(3) pla.pC.pIa
. .qC.pDg
(4) pla.pC.p..qC.pDg
A505 .
A505/2 Ya
Preuve :
(R) aIa
(3) 2.A504/7
A505/2

A506 Yp.¥qC.pIqg
A507 YpC.pht (Preuve
A507/2 YpC.3%Np

A508 fpI.F(pIad).p
A508/2 Ffpl.L(pIa)+Fp
A509 fi (Preuve
A509/2 p=.aDp

A510 fp=.a%p
Preuve :

(2) fpI.F(pla).p
fpCF(pla)

fpCp

pC.aDp
fpC.aDp.F(pIa) '
aDp.F(pIa)C.p.F(pIa)
A510

A510/2 fp=. NpﬁNaf
A510/3 pr= p%Na'
4510/l
A510/5
A510/6

Preuve :

(Preuve

— g —
3 OV W
N St gt s Vet

Preuve
Yp=.pla
FfpI.LYp+Fp
pbha=. Fp+Yp
pha=F (a%p)
fp
IFYpt+Fp
LYp+Fp
Yp+Fp
(Preuve

Pufutotul

A511 Hp+.pDNa

A511/2 pha=Fp (Preuve

A511/3 TYpC. YpIp\_(Preuve :

A511/L - £pC. prp

A511/5 pDgD.fpDfq

Preuve :

(2) pDgD.F(pIa).pDq
C.fpDq 4
C.fpC.fpDg

(3) fp. (pDq) C. fpDg

(L)  *%p.(pDq)C.fpDq

(5) pDqD. a%pD a%q

(6) a%p.(pDq)C.fpDq..a%q

C.fpDfq

(Preuve :
| (Preuve
(Preuve
: A508,A101/2,A28,A189/L ,A117)

:,A5QA/6,A118,A504/7,A353,A117)f

(Preuve»:

(Preuve

- A50L./6

.;(2),/( , A131/3
(L), df 30
(2), 450%/7
(3), af 30

(Preuve ¢ df 30, Al185, 4125)

. df 30, A28, A367/3, rinf 18)
A507, A368/2, A395)

. df 31, df 30, A187/6)

: A508, A4157)

A508

(2), AlRz/2

4115, df 31

A509/2

(5 ( ),(3),A125,A131/3
ASOA 7,422,4353,4118,4131/5
(7§, (2],43863

A5lO A368/ )

: A510/2)
(Preuve : df 30,A504/7,A200 Al96/4 A236/3)

: A508/2,4510/L ,A223)

A367/3, A219
A510
af 31
A157
Al172, rinf 18

: A504/L, 4f 7, df 5)

: A509/2, rinf 18, A367/3) cl
df30,4276,4178/3,A16L ,rinf18,A125)
(Preuve:A508, A276 Al78/3 Tinfl8, A125)

A327

A126/2, A508

A3LE, rlnf 18

(2), 4129 S

(3),A510, rinf 18

A36 /6

(5) A126/2 A125,A129,(4),A131/3
ASlO rinf18,4511/k, A131/5A13y4



(7) fp.(pDq)C.fpDfq
8) pDqC.fpC.fpDfq

-

A511/5
A511/6 f(p.q)I.fp.fq
Preuve :
(2) p qDp
(3) f(p.q)Dfp
(4) f(p. q)qu
(5) f(p. ? ‘
(6) fp. qu p q ¥ pla).F(qla)
D.p.q.F(pIla+.qla)
D.p.q.F(p.qla)
Df(p.q) . |
A511/6
A511/7 FYp=.Fp+fp
Preuve

(2) FYpI.F(pIa)+Fp
I. F(pDa)+F(aDp)+Fp
(3) FYpzdext
.F(pDa)+Fp
.4 ep+Fp
.Fp+fp

Hun[u

A511/8 YpIa+.YpIO

Preuve :

(2) YpC.YpIa

(3) FYpC.YpIO
A511/8

A511/9a Ypl.p.Ffp
Preuve :
(2) Yp=.p.Ffp
FfpIl+.FfpIO
FfpIlC.p. Fprg
FfpIOC.p.FfpIl
p.Ffplp+.p. FprO  "
p. FfpCYp '
C.pla
p.FfpIp+F(p.Ffp)
p.FfpC.p.Ffplp
C.p.FfplIp..pla
Ffpla
10) F(p. Ffp?c p.FfpIo
11) Yp.

— N e s g~
O oW
e St Nt S e Vs s

C.Y¥pI.p.Ffp

(p.Ffp)+.FYp.F(p. Fp)
(12) Yp.(p.Ffp)C.Ypla..al.p.Ffp
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(6), A510, rinf 18
(7), A129 ~
(8) A237/2 A348, rlnf 18

A3L6/2

(2), A511/5

pareillem. :
(3), (4), A117, A333
A518

A189/4

ﬁ242/2 A353/3, A3u4
(5), (6), a117, - ABlu

af 30

A31L

(2), AR18
A50§/2 rinf 18
A367/3, rinf 18

‘A510, rinf 18

A510/5,4511/3,A131/3,A125
A16 e
(2), (3)

A511/7, A172, rlnf 18
A230 ‘

, A187 /ETIBSTY)

ligne (2) de la preuve deA511/8,

(13) FYp.F(p. Ffp)C YpIO..p.FfpIO 4185, Al6

C.YpI.p.Ffp
A511/9a

A511/9b FYpI.Fp+Lfp
A511/9c YpIl.pla&p

A511/10 fp.(pDq)Cfq
A511/11 f1 (Preuve

A511/12 pC.LfpIFYp -
Preuve :

(2) pC.fpCFYp

(3) pC«FYpCfp

(4) pC.fp=F¥p

(Preuve :

(Preuve

(Preuve
: A509, A511/10)

(1), (12), (13)

: A511/9a)
A511/9a,df31,df30,A157, Aléh)
: A511/5, A1R6/2, A129)

af 31, AZP A1R7
af 31, A117 .
(2); 13), A131/3
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(5) pC.LfpILFYp
C.LfpIFYp

A511/13 aISa (Preuve :
A511/14 YpISYp '

Preuve :
() YpC.YpIa
C.YpISYp
§3) FYpC.YpIO
L) FYpCFYp
CF(Yp.NYp)
CFSYp :
C.SYpIO
(5) FYpC.YpIO..SYpIO
C. YpISYp
A511/14
A511/15 fpDp
Preuve :
(2) fpC.fplp
C.fpDp
fpDp

(4), A223

450L/3, 4509/2, df 14)

ligne (2) de la preuve deA511/8
A511/13
Al6

A511/L
A189/4
(2), A348

/ deA511/4)

A511/16 YpDp (Preuve 51m11u1re, 4 partir de A5ll/3, ‘au lieu

A511/17 FYfp

Preuve :

() YfpC. Yprfp

(3) YfpDfp

(4) fpC.fplp

(5) YfpC. Yprfp prp
.. C.Yfplp~ o

(6) YfpC.fpla

(7) fpCF(pIa)

(8) fpIpC.fpCF(fpIa)

(9) fpCF(fpla)

(10) YfpCF(fpla)

(11) ¥fpC.fpla.F(fpla)

FYTp

A511/19 ffplfp

Preuve

(2) ffpC. fprfp

(3) FffpCF(a%fp)
C.fpDa
C.Ffp+Yfp
CFfp
C.Fffp.Ffp
C.ffpIfp

A511/19

A511/21 ~ £(p+q)I.fp+fq
Preuve :

(2) fpDp

D.p*q
(3) ffpDf(p+q)
éu) fpDf(p+q)
5) fqDf(p+q)
(6) fp+faDf(p+q) _
(7) f£(p+q)D.ptq
(8) f{p+q)Dp+.f(p+q)Dg
(9) f£(p+q)Dfp+.f(p+tq)Dfq
(10) f(p+ )D,fp+fq

A511/21

A511/3

A511/16

A511/k
(2),(3),(4),A126/2,4131/3

, (8), A129/2
, A126/2,

(10), A131/u
§ . 5261 .

A511/L
A510

' A367/3, A219, rinf 18

A510/6, rinf 18
A511/17, A251, A123
A131/4
A202 /L., ‘rinf 18

@), B

A511/15
A3h6/3 -
(2), A511/5

451119, 13)

parelllem.

L), (5), A328

11/15

), A336

g 511/5 A511/19, A346/4
)

(
A
(
E
(6), (10) A31L

5
7
8
9
6



A511/22 TYp+fplp

95

o B8
df30,A511/9c,AL6k,

Preuve : Yp+fpl.L(pIa).p+.F(pIa).p
I.L(pIa)+F(pla).p
I.1l.p - ARO04 ..
Ip

A511/23 Y(p.q)I.Yp.Yq+(Yp.fq)+.Yq.fp

Preuve : ,

(2) Y(p.q)I.p.q.Ff(p.q) A511/9a
I.p.q.Ffp+Ffq A511/6
I.p.q.Ffp+.p.q.Ffq
I.p.q.(LYp+Fp)+.p.q..LYq+Fq df 31 -
I.p.q.LY¥p+(p.q.Fp)+(p.q.LYq) .p.q.Fq
I.p.q.LYp+.p.q.LYq »

%3) YpC.YpIp A511/3

L) YpC.LYpIl A178/3 :

(5) YpC.LYp.pIl - (4), AlR5

(6) YpC.LYp.pIp..pI¥p (3), (5), A131/3

C.LYp.pI¥p o }

(7) FYpC.YpIO Al6

(8) FYpC.LYpIO Al6 .

29) FYpC. LYpIYp (8), (7), A131/3

10) LYp.plY¥p (6}, (9)

(11) LYq.qlIYgq pareillem.

(12) Y(p.q)I.Y¥p. (2), (11)
I.Yp. Yq+fq§+ Yq Yp+f A511/22

- I.Yp.Yq+(Yp.fq)+

A511/2h Fp+Yp+fp (Preuve
A511/25 HprHp
Preuve : °
(2; Sa
(3) FSHp
(4) F(SHpIsa)
(5) HpIéC.SHpISé
(6) F(Hpla)-
27) FYHp
- 8);~FHp+Lpr
(9)"" HpCLfHp
CfHp
(10) fHpDHp °
(11) fHpC.fHpIHp
CFSfHp
(12) FfHpCFSfHp
(13) FSfH
(14) 9C./HpDfHp
A5T1/25
A511/26 HpIHfp
Preuve :
( ) HpDp
fHpDfp
(4) HfHpDHfp
és; HHpDHfp
6) HpDHfp
(7) Hfp DHg
) A511/26° - 5
A511/27 £pDf(p+q), (Preuve

A511/28 Yp.qDY(p.q)
Preuve :

(2) Yp.qI.Yp. Yq+fq »
I.Yp.Yq+.Yp.fq

(Yq. Yp§+ Yq.fp
: A511/22)

23,422 A511/13
3/3 s
), (3),A117, A251/6

), (5)
) ,A510/k,- rinf 18
9, A511/9b

A170

»A511/15
A511/k -
A233/3 .
A116/3, df 14 .
(11), 7 {12), A117
(3), a220/4, .
(10), (14), A314

78

), A511/5

), A352/2

), A511/25

)

1 A352/2
A31k .

1/15

Al
(2
(3
(%
(5

A5
(7Y, (69,

: A346/3, A511/21)

A511/22
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(3) dext2D.dexti+.Yq.fp

DY(p.q)
© A511/29 F(fp.Yp),
A511/30 Yp.aIYp |

4511/35

(Preuve : df

A3L6/3 -
A511/23

31, A22)

Preuve :
(2) YpC.Yp.a A5lO/4, A511/3 A125
_ C.Yp.aIY¥p A7, Al25 - ’
(3) FYpC.YpIO A16
C.Yp.alIY¥p A125
Yp.aIYp (2), (3)
A511/31 YpC.Yp.Yql¥q .
Preuve : YpC.YpIa A510/L, A511/3, 4125
C.Yp.YqI¥q A511/30, AlR5 - s
A511/32 L1Yp.YqI.¥p.Yq
Preuve : - .
2) LYpIl+.LYpIO A228
3) LYpIlCYp A178/3
C.Yp.YqIY¥g A5ll/ 31
(4) LYpIlC.LYp.YqlYq :
(5) LYpIlC.Yp.YqI¥q..LYp.YqIYq (3),(4),A131/3
- C.LYp.YqI.Yp.¥q '
(6) LYpIQC.LYp.YqIO :
(7) LYpIOC.YpIO A219/2,4219,rinf18;A202/3
C.Yp.YqTO S
(8) LYpIOC.LYp.YqI.¥p.Yq" (6),(7),4131/3
A511/32 (2),(5),(8)

A511/33 Y(p+q)1 Yp.Yq+(Yp.Fq)+.Yq.Fp

Preuve :

(2)  Y(p+a)I.p+q.Ff(p+q) A511/9a
I1.p+q.Ffp.Ffq A511/21

I.p.(Ffp.Ffq)+.q.Ffp.Ffq
(3) p.(Ffp qu)I Yp Ffp.Ffq+.fp.Ffp.Ffq 4a511/22
; p.Ffq 4109/2,A116/3,4202/3

(4) q.Ffp Ffql. Yq Ffp pareillem.

(5) Y(ptq)I.Yp.Ffg+.Yq.Ffip (2),43), (%)
I.Yp.(LYq+Fq)+.Yq. .LYp+Fp A510/5
I.Yp.LYq(Yp.Fq)+(Yq.LYp)+.Yq.Fp

(6) Yp.LYqI.Yp.Y¥q A511/32

(7) Yq.LYpI.Yq.Yp id

A511/33 - (5),(6),(7)

A511/34 &. pIa+ a. pIO

Preuve :M

(2) pC.a.pIa A50L4/6

(3) FpC a.pI0

A511/34 (2), (3)

A511/35 Yp. qIa+.Yp.qIO0

Preuve :

(2) YpC.qC.p.qIp A505, AllS A118

(3) ¥pC.qC.Yp.qI¥p A511/3,(2),4125 , A119

(4) YpC.YpIa- | A510/4 A511/3 A131/3 4125

5) YpC.qC.Yp.qI (3, (4}, 4125, 4119 .

6) Yp.qC.Yp.qlad . (59, Alég N

(7) F(¥p.q)C.Yp.qIO Alé

(), (7)



A511/36 YpC.Y(p.q)+F(p.q)

Preuve :

(2) YpIpC.p.qla+.p.qIO

(3) YpCdext? '
C.Y(p.q)+F(p.q)

A511/37 YpC.Y(p+q)+f(p+q)
Preuve : YpCp
C.p*q
C.Y(p+q)+f(p+q)
A511/38a YpCqC.Y¥YpDq
Preuve :
YpC.YplIp
3) 1IpC.qC.pDq
L) dext2C.YpC.qC. Yqu
5) Y¥YpC.¥YpC.qC.YpDq
6) YpC.qC.YpDq
7) YpCqC.YpC.YpDq
C.YpDg

A511/38b Yp=YqC.YpIY¥q
A511/39a YpC.pCqC.pDq

A511/39b Yp.qCrC.Yp.qDr
Preuve :

(Preuve

_A511/3,

(5),
- (6),

(Preuve '

97

A511/35 (2)
A510/k, A202/3, rinf 18

A511/16 A126/2
All6
A511/22

A511/3

4505, A115, A125
(3)

(), (4)

A119

A132 '
A348, rinf 18

: A511/38a,A185, ABlh)

A511/38a, A511/3, A125)

&2) YpC(qCr)C.YpD.qCr A511/38a
3) Yp.qCrC.YpD.qCr (2), A129
C.Yp.qDr A348/2
A511/40 PpIPfp
Preuve : .
(2) A511/15D 7PfpDPp AL31
(3) PpC.3 AL21
(L} K50%E. 91Dp0fp A511/10 A129
(5) PpCtp (3), (4 |
éé) PpC.PpIp A375 Lo
7) fpC.fplIp A511/4 g
éa) PpC.fplp (5), R
9) PpC.Pplp..fplp (6), (8), A131/3
C.Pplfp
10) PpC.PpDfp (9), A189/L
11) PpDfp (10}, A3L8
12) PPpDPfp &11) AL31
13) PpDPfp 12), A380
PpIPfp (13), (2), Al117, A31k
A511/41 PpIfPp
Preuve :
(2 ) fPpDPp A511/15
(3) PpDPfp A511/40, A189/L, A125
Dfp A374 |
L) PpIpC.PpDfPp (3), rinf 16
5) PpCsink A375
6) PpC.PpDfPp - (4), (5)
(7) PpPDfPp 6), A348 :
PpIfPp 7y, (2), A117, A314
A511/L44a a%Na (Preuve : A505/2 A507, A507/2, A131/3, A366
A511/LLb  &%u  (Preuve : A511/hka, df 57)
A511/45 Pu (Preuve

: 4505/2, A507, A451,rinf 12b, df 57)
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4511/46 YpDPNp
Preuve :
(2) YpC.pIa
CPNp
2C. /YpDPNp

A511/L7 ENYp
Preuve :
(2) YpIpC.YpDPNYp
(3) YpCsinZ2

Cdext?
L) YpDPNYp
5) FYDPNYp

ENYD

A511/L8 fu  (Preuve
A511/4,9a YpDfNp
A511/49b tpDNYp

A511/50 F(Yp.YNp)
Preuve :
(2) YpCfNp

CFYNp
(3) FYp+FYNp
F(Yp.YNp)

(Preuve
(Preuve

A511/51 f£SpIl.Sp.FYp.FYNp

Preuve :  fSpIf(p.Np)
I.fp.fNp
I.FYp.p.FYNp.Np
I.p.Np..FYp.FYNp
I.Sp.FYp.FYNp

A511/52 FfSpl.Fp+Hp+LYp+LYNp
Preuve : FfSpIF(Sp.FYp.FYNp)
I.FSp+FFYp+FFYNp

I.F(p.Np)+LYp+LYNp

I.Fp+Hp+LYp+LYNp

A511/53 FYHp

Preuve :

(2) HpIfHp

(3) FYfHp
FYHp

A511/54 (Preuve

A511/57 NPNYpIY¥p

Preuve :

(2) ENYp

(3) PNYpINYp
NPNYpIYp

A511/59 YNPNpIYp
Preuve : :
YNPNpC.NPNpIa
YNPNpCNPNp
Cp
) pDNPNp
) NPNpIAC.pDa
C.Fp+Yp
C.pCY¥p
YNPNpC.pCYp
)  YNPNpCYp

A510/4
A511/45, rinf 16
A511/38

A511/L6
A§11/3

(2)

(3), A348

ALS1

(4), (5), Al26/2

: A511/L42, A511/45, AL56)
: A511/3,A511/4L8, A1R5)
: A511/L9a, df 87, A193)

A511/L9a, A126/2
df 31, A%2
§2)’ df 7
3)

daf 1k
A511/6
df 31

df 14

A511/51
A157

A511/25
A511/17
(2), (3)

: A511/26, A511/18, A178, A353/2)

A510/4

A511/15, A126/2
AL36/2, rinf 18
%2?4, A193

A510/6, rinf 18

(2), (5)
Al32, (6), (3)



%8) YNPNpDYp

9) YpC.pD3
C.NPNpIp
C.YNPNpIY
C.YpDYNPNp

(10) YpDYNPNp

YNPNpIYp
A511/61 fNpDNfp
Preuve :
ézg fNpDNp
3 NpDNfp
fNpDNfp
A511/62 f£SpDSfp
Preuve :
(2) fpDfp

(3) fNpDNfp
(4) fp.fNpD.fp.Nfp
FSpDSFp

A511/63 pDgD.YgD.Yp+Fp
Preuve :
() YqC.qIa
C.pDqgC.pDa
C.Yp+Fp
(3) pDqC.YqC.Yp+Fp
C.YgD.Yp+Fp
sin3Ddext3

A511/64 HpD.FfSp.Fip
Preuve :

(2) HpD. Fp+Hp+LYp+LYNp o

DFfSp -
53; HpIHfp
L HfpDfp
(5) HpDfp
DFYp )
HpD.FfSp.FYp
A511/65 Yp+.fplp
Preuve :
52) fpC.fplIp
3) FpC.pIO
(4) FpCFfp
C.fpI0
(5) FpC.pIO..fpI0 .
C.pIfp '

56) fp+FpC.fpIp
7) Yp+.fp+Fp
Yp+.fplIp

A511/66 YNp+.tpIp

Preuve :

(2) YNp+.fNpINp

(3) fNpINpI.NfNplp

(4) YNp+.NfNpIp
YNp+.tplIp

A511/67 YNpDfp (Preuve

 A511/68a: Ffa (Preuve

99

A511/38,
4507, af 19, A22
ALSL /L,

A189/4

A3L8, (9;
(8) (10), A314

A511/15
A511/15, A193
(2),7 (3%, a3k

-+ A101/3
: A511/61
(2), (3), A343

(4), A511/6 df 14

A510/
A510/6, rinf 18

(2), Al23

A511/38a
(3), AR37/2

A346/3

A511/52
A511/26

A178

(3), (&)

df 31, A346/2
(2), (6), A332

A511/4

Al6 |
A511/15, Al126/2, A133
Al6

(3), (4), A131/3

(2), (5), AlR0/2
A511/24

(7), (6), AL69
A511/65

A191/2

(2), (3)

(4), df 87

: A511/49a)
: A505/2, A511/9a,VA115)
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A511/68b FYu
A511/69 FY1

Preuve :
2) H1
3) FH1
L) FYHL
FY1
A511/70 YtpIYp
Preuve :
éZ) FYNp+FYp
3) FYNpC.NfNpIp
C.YNfNpIYp
(4) FYpC.fp+Fp
(5) YNpDfp
Dp
(6) YNpCp
(7) FpCFYNp
C.YNfNpI¥p
(8) fpC.fp.YNp+.fp.FYNp
(9) fp.FYNpC.YNfNpIYp.
(10) fp.YNpC.NpIa
C.fNpIfa
(11) faIo
(12) fp.YNpC.fNpIO
C.NfNpIl
C.YNfNpIYl
(13) Y1IO /
(14) fp.YNpC.YNfNpIO
(15) fp.YNpCFYp
C.YpIO
(16) Fp.YNpC.YNfNpIO..YpIO
C.YNfNpIYp
(17) dext8C.YNfNpIYp
18) sin8C.YNfNpIYp
19) dext4Cdext3
(R0) sin4Cdext3
(21) sinl+sin4Cdext3
(22) dext3 :
YtplI¥p

A511/71 Yp+.ftpltp
Preuve :

(2) FYtpC.ftpItp
(3) FYpC.ftpItp
(4) FFYp+.ftpltp .

Yp+.ftpltp
A511/72 pDgD.tpDtq
Preuve : pDgD.NgDNp .
D.fNqDENp
D.NfNpDNfNg.
D.tpDtq

A511/73 pDtp (Preuve

A511/74 Yg+.tpDaD.pDfq
Preuve :
(2) FYqC.fqlq
3) A511/73D./NfNpDgD.pDg
L) dext2C.NTNpDgD.pDfq
5) FYquexth

A511/74 -

——

(Preuve similaire)

A511/25
df 31, AR2
A202/6a

A511/50
4511/66, A251

A511/9b, A172, rinf 18
A511/67

A511/15

(5), AlR6/2

(6), A133

(3) %

Al132/3 .

(3), Al25/2

A510/L,. A125/2

A511/68, A173
(10), (11)
Al9l/2 df 18

A511/69, Alé

(12), (13)
df31,A22, AlR5/2
A16

(14), (15), A131/3
(16), (9), All7, Al20/2
58) 17)

18§, (7), 4120/2
(19), (&) t

(3) (20), A120/2
(21§, (2)7
(22), df 87

A
(2
(3)
(4), A157, A172, rinf 18
A101/3, A193 -
A511/5
A193
df 87

: A511/15, A193, df 87)

A511/65, A251
A341

(3)
(2), (&)

- df87 ,(5),k157,4172,rinfl8



A511/75 tp=p

C.p+tala

- 101

Preuve-
(2) FYNpC thp A511/66, A25l
C.tp A218 ,
(3) YNpc;NpIE A510/4 -
C.pINa
(4) YNpCFfNp . A511/9a, All5
C.fNpIO 16
C.tpll" ’ df 18, df 87 -
(5) YNpC.pINa..tpIl (3), (4), A131/3
6) Na=p A511/12, A290/6
{7) deXt5C.p=tp - (6), rinf 17 bis -
8) sin5Cdext? (5), (7) o
tp=p: (2), (8)
A511/76 FYNYp
Preuve :
(2) F(YYp YNYp) ‘4511
53) F(Yp. YNYp§ (2), A511/20
L) FYp+FYNYp (3)
§5; YpCFYNYp (4)°
6) FYpC.Fp+fp A511/9b Al72, rinf 18
(7) FpCFYp A511/16, A126/2 A133
C.NYpIl A202/5, rinf 18
28) FY1 A511/69 .
9) fpC.fplp A511/4
CFYp A511/17
“C.NYpIl 4202/5, rinf 18"
(10) Fp+fpC.NYpIl (7), (9), A117, A120/2
. FYNYp (5), (11) |
A511/77 tYpI¥p -
(Preuve. 1 A5ll/66 4251, A5ll/76) ‘ ‘
A511/78‘ pRg=. Yp+Fp+fq (Preuve : df35 df? A5ll/5 Al72 rlnf 18)
A511/79 :pr.ququ (Preuve_: df 35, Al21) %
A511/80 "H(aRp)  (Preuve : A505/2, A511/9a, A115,.A272).]'
v A5ll/81.‘quC.qu Z(Preuve : A511/5, A;26/2, df 35)
A511/82 pRQIN(fp&Nfq) (Preuve : df 35, A271) :
A5ll/83v'Yp+FpC.qug (Preuve. : Al16, A511/78, rlnf'l8)
A511/8L pRQC.p'Rq'C.p.p'R.q.q’ (Preuve A185,df35, A511/6
A511/85 f£qC.pRq (Preuve : df 35, A1R7) :
- A511/86 -pRq.(qRp)I.fp=fq (Preuve : df 35) -
A511/87 pRq.(qRp)I.f(p.q)+Ff(p+q) (Preuve:ASll/Sé,ASll/é}
A511/88 pRqC.qRrC.pRr (Preuve : df 35, AlR5) : :
A511/89 . pRp . (Preuve : df 35, A103) |
A511/90 =.fp.fq+(Fp.Fq)+(Y Yp.Fq)+ Yq Fp
(Pneuve : A511787, A2§8 qA510/5 A175+r1nf18 A511/33 A511/6
A511/91 p+al.fp+a
Preuve : S
(2) pr fplp ASll/h
C.ptal.fp+a
(3) FpCFfp A511/15, Al26/2, Al33
C.Fp.Ffp - Al131/4
| : C.pIfp - RR02/3, rinf 18 A189/2
(4) YpC.pIa A51.0/4
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(5) YpCFfp A511/9a, All5
C.fp+tala A202/3, rinf 18, A110/3
(6) YpC.dexth.dexth (4), (5), A131/3 .
C.ptal.fp+a :
(7) sinl+sin3cC. p+aI fp+a (2),(3),(6), Al20/=2
dext 7 | (7), AB11/24 “

A511/92 gp (Preuve : A504/7, Al1l6, df L41)
A511/93 p=.plgp (Preuve : A509/2, Al92, df 4L1)
A511/94 phegp=Fp |

Pr?uve : 511/93 fkl8
2) Fp=F(pI A , rin
P 2 %E L . (2), A368 / Tin
h) gp% ? SR dfL0,A346/3,A347/3,4172 4157,
5) dextBI.p7 p o L), A202/3 AllO/B
A511/9L 3), (5)

A511/100 hpI.p.0 (Preuve : df 41, df 42, df 57)
A511/101 hpkp=Hp (Preuve : df 5,df42,A511/94,4368/2)
A511/105 Nhp (Preuve : A511/92, df L42)

A511/106 hgplghp o

Preuve : v
(2) hgpl.gp.Na - A511/100, df 57
I.p+a.Na S df 41
I.p.a+.a.N3 o
I.p.Na+a ' daf 14, A511/13 :
(3) ghpl.p.Na+a . df 41, A511/100, df 57
hgpIghp, L (2), (3)

A511/107 Sp=.pIhp..plgp -(Preuve : 4511/93, A511/102 rinfl18)

Un certain nombre d'autres théorémes contenant les =
foncteurs 'f!, tg!, th' 'R!'  't! et la constante définie Q!
sont énumérés dans l'Annexe Ne 2 de ce Livre+ Il nous semble
superflu de les démontrer. Un bref commentaire sur les tout
derniers théorémes démontrés nous:parait pertinent : ’hp'
est, pour n'importe quel p, une phrase fausse, ne ffit-ce =
qutinfinitésimalement fausse; en effet : "hp" se 1lit : "il=
est excessivement vrai que p"; or, rien n'est excessivement
vrai, et c'est pourquoi, lorsque "p" est tout & fait vrai,
"hp" est infinitésimalement faux. De la mBme fagon "gp" est
toujours vrai, ne fat-ce qu' 1nf1n1te51malement, a1n51, si "p"
est tout & fait faux, "gp" est infinitésimalement . vral, car
il sera touJours vrai qu'il est vral ou peu s'en faut
que p (et ce, quel gue soit p).

Nous mettrons fin & ce chapitre ‘par les trois théo--
rémes suivants :

A512 N(Na“Na)Da

ol

]

nn

Preuve : - X - ‘
(2) YpC.N(NpPp~ Na)D p Na ' _ AR7,dfL6,dfL7,4115 A120/2 ARZ
Dp - A194/3
A512 (2), A505/2

A512/2 NaDnNa (Preuve : A512, Al93 4af hé)
A512/3 ADnd - (Preuve : 4512/2, df 57) |

Chapitre 15.- SURCONJONCTION

Nous avons déja eu & plusieurs reprises l'occasion =
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d'examiner quelques théorémes en '"', i.e. la surconjonction=
ou conjonction astreignante. La lecture la plus naturelle de
ce foncteur c'est le 'et...et...' emphatique (ou bien le 'nm
sedement...mais aussi']. Dans le cas od 1l'un des membres con
Jjonctifs est, ou bien 1, ou bien O, ou bien 3, la surconjonc-
tion est équivalente a la conjonction; elle 1l'est aussi, come
on le verra lorsque les deux membres conjonectifs sont U, i.e.
le presque tout & fait vrai. Dans tous les autres cas, cepen
dant, la valeur de vérité d'une formule surconjonctive est in
férieure & celle de la formule conjonctive correspondante.

A513 p.qC.p”q - (Preuve : All, A2, All5, df 20)
A514 p"gD.p.q (Preuve : All, A22, df 20)
A515 p=.p"p |

Preuve : o , - L

gzg p"prC.p.p A51L, Al126/2

3 p.pC.p"p - : A513 . sl
p=.p°p (2), (3), df 11

A515/2 p"pDp (Preuve : A51L4, A7)
A515/3 XpDp (Preuve : A515/2, df 22)

A515/L XNpDNXp
Preuve :

() XNpDNp - . A515/3

(3) XpDp id '

(h) NpDNXp’~ s N (3)’ A193 24‘,;
XNpDNXp - (2), (8), A341 - -

A516 p°g=.p.q (Preuve : A50k4, A513, A126/2, hf;ll)
A516/2 Xp=p (Preuve : A516, df 22) o -
A516/3 FXp=.pI0 (Preuve : A516/2, 4220, A202/3, rinf 18)

A517 p"0IO
Preuve : L A
(2) p"0=.p.0 - A516
(3) F(p~0) . - o.dR), AR20, rinf 18, Al134 -
p~0I0 o 3), Al6
A517/2 FqC.p”qIl.p.q .
Preuve : '
(2) FqC.p~qIO Al6, A517
I.p.0 A110 :
(3) qIOC.FqC.p"qI.p.q (2)
(4) FqC.FqC.p“qI.p.q - (416, (3)
AS17/2 0 T (4), A119

A518 HpC.pfqI.p+q: (Preuve : A117/2, df 5+ df 49)

A518/2 p~q"rD.p"riq {Preuve : All, A1L5, AS504) .

A519 p"qDq - (Preuve : Al94/3, A504) BRI

A520 p°FpIO - (Preuve :.similaire & celle de A517) . .
A521 pDqD.p"rD.q"r (Preuve. : Al3,. A504, df 10, A237/2) .
A521/2 pDq.(p'Dq')D.pPD.q"q! - (Preuve : Al3,.df lQ,‘A3h6/?)

A522 p"q°rD.p”.q"r
Preuve : p*q*rD.q"r"p A518/2
D.p*.q*r -~ A504

4523 p~(q°r)D.p°q*r (Preuve: A522, A504)
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A52L p"q°rI.p”.q"r
A525  p"(q+r)I.p"q+.p"r
Preuve : -
(2; qtrigt.qtrlr

(Preuve

(3) a+rIqC.p’{a+r)I.p"q
C.p”(q*r)D.p"q
(L) q+rIrC, p" (q+r)D.E“r N
(5) p(a+r)b(p’q)+.p"(a+r)L.p"°r
(6) p°(q+r)D.p"q+. p r . -
(7) aD.g+r :
§8) p~qD.p"(q+r)
9) plrD.p”(gtr)
(10) p~q+(p”r)D.p".q+r
- A525
A526 p.(q°r)=.p.q".p.r (Preuve
A527 pt(q°r)=.p+q.ptr - (Preuve
A530 p"Yql.p.¥q
Preuve :
(2) p~YqDYq
(3) p"YqDO+.p~YqD3
(4) p"YgDOCF(p~Yq)
" CF(p.Yq)
(5) p"YqDOC.p Ygl.§.Yq A
(6) p“YgDaC.F(E Yq)+Y(p~Yq)
(7) F(p“¥q)C.p ¥ql.p.¥q
(8) Y(p~"Yq)C.p“Yq
C.p.Yq-
C.p.YYq
CY ( ,gq)

C.p™¥qI.p.Yq
(10) dext6C. p~YqIl.p.¥q
(11) sin6C.p"YqIl.p.Yq

: A522, A523, A31L)

© A195 o
A521, A504
A189/4
‘ arelllem ‘

( ), {3), (L) ;A9
(5 )5 A336

A346/3

(7), A521, A504
parelllem.

{8), (9), A328
(6) ,(10), A31L

: A516, A7, A10)
: 4516, A109, rinf 18).

A519 .

(2), A511/8, rinf 17
A351/3

A513, A133

(L), A131/L, A?O2/3
A5lO/6

A513, A133,A131/4,A16
A510/16 A126/2

A51k, A126/2

rinfo_{

k511,20
 A511/28

(8), A131/4

- A506 :
,(10), A117, Al26/2

(6), (10)

A530 (3), (5),(11), A167
A530/2 YpD.p“qIl.p.q (Preuve : A511/3,A530,A511/38)
A511/3 a"~ala (Preuve : A505/2, 4530/2)
A531 ;(sp.Sq)+(YNp.qu;F(qI.qANé))+(YNq.fsp.F<p1.p*Na))c.p*q
0.Peq . : ,
(Preuve : Al12, A367 + rinf 18, df L46)
A531/2 YNp.YNgD.p.ql.p"q
Preuve : :
(2) YNp. YNgC.p"qD.p. 1 A514L, A127

(3) NaD.Na"Na

(4) Na.NaD.Na"Na

(5) YNp.YNgC.NpId..NqIa
C.pINi..qINa
C.p.qI.p:q .

(6) YNp.YNqC.p.qD(p~q)..p"aD.p-q
C.p.ql.p”q

A531/2

A531/3 NA“NaINa
A532 P le (Preuve

4532/2 P(p"q)D.Pp"Pq
Preuve :
(2) P(p°q

(3) P(p~q)D.Pp.Pq

(Preuve :

)C.P(p~q)I.p*q - A375
A514, AL31, Ahzh

A512/2 ] dfL6, All5 A193
(3), A7

A510/4, A185

A136

(4), rinf 17 bis

(5), (&), A131/3

A314

A511/39b, (6)

A531/2 A505/2)
: A504, A504/2)
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(4) P(p~q)C.PpIp..Pqlq (3), A375, Al26/2, A185
C.Pp*Pql.p" rinf 17 bis
C.Pp"PqIP(p*q) (2), A131/3
C.P(p"q)D.Pp“Pq A189/4

A532/2 . (L), A348

A533 HqC.p"qIp (Preuve : A532, A202/2, rinf 18)

A533/2 HqC.p“qI.p.q (Preuve : A202/2, A533, Al125, A119)
A534 Hp.qI.Hp®g .
Preuve : P
(2) FHpC.HpIO A202/3
(3) HpC.HpIp 4202/10 |
(L) HpC.q*HpIg A532 S
C.q"HpI.q.Hp All1l, (3), Al25, A119
C. Hp.qI Hp~q A50h
(6) FHpC.q" HpIO . A517
C.q HpI q.0 Al110
C.q"HpI.q. Hp (2), A125, A119 .
C.Hp.qI.Hp"q A50L
A534 (&), (6)
A535 Fp.ql. Fp q i , ,
Preuve : . . o I
(2) FplO+. Fle ,,;-" A230
(3) FpIOC.Fp~qIO - A517, A504
C.Fp*qI.O. q A117
(4) FpIOC.Fp.qI.Fp“gq (3), A119
(5) FpIlC.Fp~qlq =~ . A532, A504
C.Fp~qI.1. q -A111 .
(6) FpIlC. Fp ql. Fp q (5), A119 :
A535 ! (2))'(u), (6)
A536 Fp” FqIF(p+q) (Preuve : A535, Al8)
A537 F(p"q)I.Fp+Fq (Preuve : AR20, 4516, AR23,-A156/2)
A538 Lp~ql.p&q (Preuve " : A53L, AlL6, Al64)
A539 L(p"q)I.Lp.Lq {Preuve : A223, A516, A1l61) '
A54L0 Lp*"LqIL(p~q) (Preuve : A53h, AlL6, A539)V'
ASL1 H(p.q)IH(p“q)
Preuve : .. o T B
(2) H(p.q)CHp A162, All5
C.pIl A202/2 rinf 18
L Cupiqlq A532, A504
(3) H(p.q)CHq Al62, Al15
C.qIl A202/2 rinf 18
(4) H(p.q)C.p"qIl (2), (3), A119
CH{p"q) A202/2, rinf 18
(5) H(p.q)DH(p~q) A233/3,(4) A220/4 rinf 18
(6) H(p"q)DH(p.q) A5lk, . 'A352/2
ASLL . ' . (5), (6), all7, A31s
A542 H(p“q)I.Hp“Hq (Preuve : Al162, A53L, A54L1) Yawsvmm
A542/2 f(p*q)I.fp"fq (Preuve : A26, A51L4,A511/L ,A189/L ,A348,

A542/3 p°qI(p.q)=.
YNg..pInp

Hp+Hq+Fp+Fq+Yp+Yq+ (YNp.YNq)+(YNp..qIng)+.

A533/2 A50L
A517/2 ASOA
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YpC.p"qIl.p.q A530/2 A126/2
YqC.p"ql.p.q
YNp.YNqC.p“ql.p.q o A531/2
YNp=.NpIa o o 4510/,
Z.pINa S . , . al91/2
qI(q Na)C.p®ql.p"q"Na » A52L
dext9C.qI(q"Na)C.p"ql.q"Na"Na (), Abok
C.p"aIl.q"Na .. A523,A531/3
sin9Cdextll -l df1l, (9) (11) A22
qaI(q"Na)C.YNpC.p gI.q Na "(12], 12y
qI(q"Na)C.YNpC.p~qIq (13), Al119
qI(q"Na).YNpC.p"alq (14),A129
q"NaDNa S A519
dext9C.qgNaDp (16)
s$in9C.q"NaDp . (9), (17)
sin10C.sin9C.qDp (18}
C.ql.p.q
5in10.5in9C.ql.p.q (19),A129
C.qI(q"Na).YNpC.p"qI.p.q (15)
YNp.ng .q NaZC .p-ql.p.q (20),A119
YNg.(pI.p"Na)C.p"qIl.p.q pareillem.
Hp+Hq+Fp+Fq+Yp+Yq+ (YNp..qI.q Na)+(YNp..pI.p"Na)C.p"ql.p4
A120/2 All7,(2§ (3),b),(5),
(6),1(75,(8), (21],1(22)
FdextAl2CFsinAl2 i Al12,A133
p-qI(p~q)C.p.qD.p"q | A2z, A314
p.qIl(p~q)CFsinAl2 rinfl8,4172, (25), (24) ,A157
C. FfSp+Fqu (FYNp+F£Sq+.ql.q Na). (FYNq+FfSp+
pI.p"Na)

C.Fp+Hp+Yp+YNp+Fq+Hg+Yq+YNqg. (Hp+pr+Fq+Hq+Yq+YNq+.
qI.q“Na? .Hg+£fNg+Fp+Hp+Yp+INp+.pl.p “N&
A511/9v,A172,rinf 18,A511/52
C..Fp+Hp+Yp+YNp+Hq+ (Fg+YNq+Yq. qu+ pI p Na)..Fq+
Hq+Yq+YNq+Hp+ Fp+YNp+Yp pr+ ql.q"Na
' A7, A109
C.Fp+Hp+Yp+YNp+Hq+ (Fq+¥YNq+Y¥q.fNq+. Fq+YNq+Yq .pI.
p Na? Fq+Hq+Yq+YNq+Hp+ Fp+YNp+Yp pr+ Fp+YNp
+Yp..ql.q"Na
C.Fp+Hp+Yp+YNp+H +(Fq.fNq)+(YNq.fNq)+ (Yq fNg)+
~ (Fq..pI.p™Na)+(YNg..pI.p"Na)+(Yq..pI.p"Na)..Fq+
Hq+Yq+YNq+Hp+(Fp flp)+ (YNp. £Np) + (Yp+pr) (Fp..
qI.q"Na)+(YNp..ql.q"Na)+. Yp..qI q"Na

fNq.FqIFq A511/26 AlL2, A172
fNp.FplFp ’

fNq.YqI¥q T g A511/49a

fNp.YplI¥p B

fNq.YNgIO - ' A511/29 A173
fNp.YNpIO ‘

'sin?6C. Fp+Hp+Yp+YNp+Hq+(Fq .pl.p°Na)+ (Yq .pl. p “Na)+(INqg..

pl.p°Na). Fq+Hq+Yq+YNq+Hp+(Fp .ql.q"N&)+

(
YNp..qI.q"Na (6),
I R - . . . 2

Yp..qI “Na)+.
g 27),(28),(29)

| 1 (30)5(31),(32),A109 AlIO/B

“Fq.(pI.p"Na)CFq e ‘a22

Yq.(pI.p"Na)CY¥q id

Fp+Hp+Yp+YNp+Hqg+(Fq..pI.p"Na)+(¥q..pl.p " Na)+(¥Ng..pI.p Na)

C.Fp+Hp+Yp+YNp+Hq+Fq+Yq+.YNg. .pI.p"Na (3L§5 , (35 )A119,A169,
Al

Fgq+Hq+Yq+YNg+Hp+ (Fp..qIl.q"Na)+(¥p..ql.q"Na )+(YVp .qIl.q"Na)

C.Fq+Hq+Yq+YNq+Hp+Fp+Yp+.YNp..qIl.q " Na id

dext33Cdext36.dext37 (36),(37),A185

C. Hp+Hq+Fp+Fq+Yp+Yqﬂ(YNp+ YNq..pI.p"Na)..YNg+.YNp
.qIl.q"Na
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(39) sin26Cdext38 (33), (38)
- C.Hp+Hq+Fp+Fq+Yp+Yq+ (YNp..YNg+.YNp..ql.q Na)+.¥Ng.
(pI.p"Na)..YNg+.YNp..qI.q" Na
C.Hp+Hq+Fp+Fq+Yp+Yq+ (YNp.¥YNq)+(¥YNp..qI.q"Na)+(¥Ng..
pl.p"Na)+.YNp.YNq.{pI.p"Na)..ql.q"Na :
C.Hp+Hq+Fp+Fq+Yp+Yq+ (YNp.YNg)+(¥YNp..qI.q"Na)+.YNq..
pl.p"Na A115, Al169
A542/3 (23),(39),A119,df11, df 46

Chapitre 16.- VRAI ET TRES VRAI

A la différence des foncteurs 'assez' et 'plutdt', qi
envoient sur zéro toute valeur de vérité inférieure & une cen
taine borne ou & un certain seuil, le foncteur 'trés! se =
¢aractérise dans la langue naturelle par une propriété oppo se:
tout ce qui est vrai est aussi trés vrai, et.-bien entendu-
réciproquement, mais dans des mesures différentes : chaque
chose est vral dans une mesure égale, sinon supérieure, &
celle ol elle est trés vraie, tandis qu'elle peut &tre trés
vraie dans une mesure inférieure 3 celle ol elle est vraie
tout court. Supposons qu'il ne soit que trente pour cent
vral qu'Ordofio parle le francais (il fait un peu plus que le
bredouiller); il serait -tout & fait absurde, dans ce
cas, de dire qu'il est plutét vrai (et encore plus absurde de
dire qu'il est assez vrai) qu'Ordofio parle le frangais; de pa
reilles affirmations seraient tout & fait fausses; mais, si
l'on affirme qu'il est trés vrai qu'Ordofio parle le frangais,
cette affirmation ne sera pas entidrement fausse, seulement-
plus fausse que celle qui affirme, sans nuance, qu'Ordofio
parle le frangais; en l'occurrence, nous pouvons supposer
aisément que l'affirmation en question serait moins de dix
pour cent vraie. o R .

Un autre point mérite d'@tre souligné & propos du
foncteur 'trés' (dans notre notation : 'X!') : qu'il soit trés
vrai que p équivaut & ce que non seulement il est trés vrai =
que p, mais encore il est trés vrai que p; autrement dit :que
quelque chose soit trés vrai estiune réduplication, une sur--
conjonction de ce quelque chose-l3d avec soi-méme. Ainsi, ==
lorsque j'affirme qu'il est trés vrai que je partirai en va--
cances (quoi qu'il arrive), je puis exprimer la méme idée, en
disant : 'je partirai en vacances, et je partirai en vacances'
En espagnol parlé, on emploie dans ces cas un redoublement du
mot : on s'engage & plus lorsqu'on dit 'esta taza es de café-

newowowon oy,
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café' que lorsqu'on se borne & dire 'esta taza es . de café?';
dans le premier cas, ce qu'on véhicule est un message
identique & : 'es muy cierto que esta taza es de café' (Ml e

trés vral que cette tasse est de café'!). Un autre exemple
semblable c'est 'un agua limpia, limpia' qui équivaut & 'un
agua muy limpia'. Le procédé est moins usité en frangais,
mais il y existe aussi, bien que seulement avec des adjectifs
(comme nous venons de le voir, l'espagnol parlé l'applique ==
aussi & certains substantifs); on dira, p.ex. : 'cet enfant =
est sage, sage! (il est trés sage); 'ce veloumest doux,doux’
(=il est trés doux), 'ce repas est exqui, exquis' (=il est =
trés exquis), etc.: - .

On verra par la suite que 'il est trés vrai que p' =
et 'il est vrai que p' sont des formules équivalentes ssi P
est une formule, soit tout & fait fausse, .. soit tout & faits=
vraie, soit infinitésimalement fausse, soit infinitésimalemert
vraie; autrement dit, ssi il est, soit.infiniment vrai, soit
infiniment faux que p.(Et si la valeur de vérité de p est =

won@on
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plus élevée & certains égards qu'd d'autres, elle ne coincide
dera avec celle de "il est trés vrai. que p" qu 4 ces égards =
pour ledquels il sera ou bien infiniment vrai, ou bien infini
ment faux que p).” Dans tous .les autres cas,Vll est trés vral
que p' est moins' vral que 'il est vra1 gue p'

A543  Hp+Fp+Yp+YNp=.plIXp -

- Preuve :
(2) H +Fp+Yp+ (YNp..pl.p Na)=.pIXp A5L2,dfL6,df22
(3) YNp.(pI.p~” Na?CY AR2
(4) YNpC.NpIad A510/4,df11,AR2
C.pINa A191/2
C.p"NaIp = . A531/3
C.YNp..pI.p"Na * A131/4
(5) YNp.(pZ. p“Na) =YNp (4),(3),A117,df11
f ASL3 . . (2),(5),rinf 12
A5L3/2 FfSp=.pIXp (Preuve : A543, A511/52,A172,rinf 18)
 A543/3 . LpIXLp (Preuve : A543, df 11, Alk6, AlRO, A22)
,AASAB/Q’ LpILXp (Preuve : A516/25$A223)
A5Ll, HpIXHp (Preuve : 4543, df 11,  A22, A120)
" A54L5 XHpIHXp (Preuve : df 22, A542)
A545/2 FpIHXNp. (Preuve : AShh, A5L5, Ath)
A54L6 TFpIXFp (Preuve : ALk, af 5)
A547 XFpIFXp (Preuve : A546, 4537, df 22, A102)

(Preuve
: Al34,
: A5L8,
: A135, ASLL)
: A545, A550)

(Preuve : AS5LL,A545,A546,4547,A191/2, A325,df1k,
df4,A141,A1L0, Alél A218 Al72 rinf 18)

_ : A516/2, A552, rinf 18)

- A55L fSp=.Xplp (Preuve : A543/2,A219,rinfl8,A236/3,A51L,A363)
A554/2 Xphpl. XNp%Np (Preuve:A554,4106 /L ,rinf18,A314,A371/7)
A555 X3 : A101/2, A516/2)

. A556 X373 : ALO2, A509, A55L)
 A557 XX3 (Preuve : A555, A516/2)

A558 Y(p~q)I¥(p-.q)
Preuve :

(2)
(3)

A5h7/2‘ XFp=.pI0
A5L8 XFO (Preuve
A5L9 FXO
A550 XH1
A551 HX1 (Preuve
A552 - Sp=SXp

: A561/3, A547)
A5L6)
A5L7)

(Preuve
(Preuve

A553 XSp=Sip (Preuve

(Preuve
(Preuve

A514 ‘

p (EAQ) (2), 4511/63

q q .

q q (3), A348/2

.q . < A511/16, A126/2
q .
L

t

\»N\h

4 ¥(p.q)
%) 1(pq

A5167 rlnf 18
Al131/4

(L) A126/2
(5 %, A511/38a

A511/16 AlR6/2,A516,rinfl8,

A4511/16, rinf 17 bi
) A5ll§ g’ e



109

(8) Y(p~q)DY(p.q) (7), A511/38a
A558 (6), (8), A3lL
A559 YXpIVp
Preuve :
(2) .p) A558
YXpIY p p? (2), df 22
A560 XYpIYp
Preuve : :
(2) Yp"Ypl.Yp.Yp: : , A530
(3) XYpI.Yp.Yp (2), daf 22

IY¥p
A561 FYXpI.Fp+Lfp (Preuve : A559, A511/9b)
A562 Xala (Preuve : A531/3, df 57, df 22)
A562/2 XUl (Preuve : A531/3, df 57, df 22)
A563 fXpIXfp (Preuve : A542/2, df 22)
A56L, fXp=fp (Preuve : A563, A516/2)
A565 a%Xp=fp (Preuve A56h, A510, rinf 18)
A566 a%X:..Xi%% Preuve : A509,A565, A556, A117)
A567 SXi (Preuve : ALO2/2, A552)
A567/2 PNX) (Preuve :.A556,‘Ah51)
A567/3 TFPX: (Preuve : A567/2, AL71)
A568 fX3 (Preuve : A509, A563)

A569 Np=NXp

Preuve : L -

(2) NHpINHXp S A5LL, A5L5

(3) LNpILNXp. . - - (2), AlL3
Np=NXp - Lot (3), A245

A570 pDqD.XpD. Xq -p"q

Preuve :

(2) pI(p.q)C.p"pI.p.q".p.q o

I.p"p..p"q..9"p..q"%q Al3

(3) pDqC.XpD.Xq..p"q (2),df10,df22,A504

4570 . . ' (3),4237/2, df 10

A570/2 pDqD.XpDXq (Preuve : A566, A333/2, A341)
A570/4 XpDXqI.pDgq AL

Preuve 1 CoNE e
(2) XpDXgD.pDg - S0 . A6, AR37/2
A570/l, (2], 4570/2, - A314)

A570/5 XpIXqI plq (Preuye : A570/L, A3R5, A314)
A571 X(p. q)I Xp.Xq: |

Preuve :- R

EZ; X(p. q)DXpI R qu E A570/L

3)  dext? Lo A3L6/2

(L) sin2 ‘ T (), (3)

(5) X(p.q)DXq pareillem.

6) pD{p.q)+.qD.p.q © Al94/5, A7

7) sinéD.XpDX(p.q) A570/4

8) dext6D.XqDX{p.q)

9) dext7+dext8 A346/4, (7), (8), (6)
10) Xp.XqDX(p.q) - i (9), A339

A571 (4),(5),4333, (10),A314



110
A571/2 f£Sp=fXSp

Preuve =

(2) fp=fip A563

(3) fNp=£fXNp id .

(4) fp.fNp=.fXp.fXNp (2),(3), AR08/2

A571/72 (4), A511/6, Aaf 1L, A571
A571/3 Nfp=NfXp
Preuve ¢ ’

(2) fp.fXp+F(fp+fXp) A563, A187
(3) fp.fXpC.fpIp..fXpIXp A511/14, A185
C.Nfp=NfXp A569, rinf 17 bis
(L) F(fp+fXp)C.TpIO..fXpIO 416, A185
C.fpIfp
C.NfpINfXp
C.Nfp=NfXp - AR18
Nfp=NfXp .~ (2), (3), (4)
A571/L Sfp=SfXp
Preuve : '
(2) fpCfXp A563
(3) fXpDfp A515/3, A511/50
L) NfpCNfXp © (3), A193, Al26/2
5) SfpCSfXp (2), (L), A185, df 14
(6) fXpCfp (3), Al1R6/2
(7) NfXpCNfp A571/3
(8) sSfXpC Sfp (6), (7), Al85, df 14

A571/L (5), (&), A117, d4f 11
A571/5 f£Sp=fSXp
Preuve : ,

(2) NpDNXp A515/3, 4193

(3) fNpDfNXp (), A511/5

(4) fpCfXp . A56L

5) f£SpCFSXp : A185,4126/2,(3), (4),A511/6

6) f£SXpC.fSXp.fSp+.fSXp.FfSp A103, 4132/2

(7)  £SXp.FfSpC.Xplp A5L3/2, A125/2

(8) f£SXp.FfSpC.fSp.FfSp (7), A103, A119
CcO A4109/3

(9) f£SXp.F£SpIO : 28), A291, Al6

(10) dext6I.fSXp.fSp 9), A110/3

(11) sin6CfSp (6), ﬁlO)

A571/5 (5}, (11), Al117, 4f 11
A571/6 ¥£SX:  (Preuve : A509, ALOZ2, A571/5 '
A571/7 £SXX% . (Preuve : A571/6, A571/5)

A571/8 a%XXi..XX3%X% (Preuve : A565, A568, A571/6,A554,A117)
A571/10a  a%p. (phu)C.a%Xp. . Xphp
Preuve : T

(2)

37p. (HANA)=£Sp
(3)

sin?C. fSXp..Xphp
C.fXp..Xphkp
C.a%Xp. . Xphp

A571/10

A571/10b

npl.p™u (Preuve :

Chapitre 17.-

. A510,A117,4208/2,4511/6,df1L

A571/5,rinf 18,A554,A131/3 -
af 14,4511/6, al22/2 |
A510, rinf 18 |

(3), df 57

df 57, df 46)

QUASI-EQUIVALENCE ET QUASI-IMPLICATION

Nous étudierons dans ce Chapitre un certain nombre =
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de théorémes en 'I', en 'D! et en 'I'.
A571/12 pC.npInmp

Preuve :
(2) A194/4D ./p NaD.N(Np~Na)~ Na A521
(3) pC2 . (2), AlR7
éu pC.dext2Dsin2 - - A29,A115,dfL46,d147
5) pC.2.dextl : ; 3), (4) A131/3 :
C.npInmp ‘ABlh, af L6, df 47

A571/13 n3Inmi (Preuve : A57l/l2 A395 ,A101/2, df L7)
A571/14 qkpC.qDnp+.pImq (Preuve : AR51,A2L A367/3 dfL6,df47)
4571/15 pIqI.npDq..nqDp |

Preuve : ‘ o
22) p-NaD(q"Na)D.p"NaDq - A19L/3, A341/2
3) q"NaD(p"Na)D.q"NaDp ©ooid
(4) sin?2.sin3D.dext2.dext3 - (2),(3), A117, A343
(5; p"NaI(q"Na)Ddexth (4), A31h
(6) p~NaDgD.p"Na"NaD.q"Na A521
D.p"NaD.q"Na A522 A531/3
(7) q"NaDpD.q"NaD.p"Na -
(8) sin6.sin7D.dextb. dext? : (6), (7), All?, A3h3
_ D.p"NaI.q"Na = A314
A571/15 (5), (8),af 32, dfhé daf 47
A571/16 npanI nqu o ‘
Preuve : o
(2) p"NaDqD. P “Na“® NaD q Na e ’ A521
D.p"NaD.q"N& A522, A531/3
23) p"NaD(q"Na).(qg"NaDq)C.p" NaDq Al9h/2 ,
L) q°NaD 419L4/3
(5) p°NabD(q"Na)C.p"NaDq (3), (4), A129
(6) sin5Ddext5 (5), AR37/2
,A57l/16 (6), (2), A31l4, dfhé dfy7
A571/17 - mpIan pIa+ pIu P /
Preuve ' : df46 dfL7
(2) N(Np® Na)I(p Na)C.pIa+.pINa .= - df3o AR77,427,d£11,A22,
(3) sin2Ddext2 . (2),4323/3’
L)  pIaC.p"NaIa . A53o/2 A505/2 A511/13, af1y
5) pIAC.Np"NaINa . A531/3
C.N(Np*Na)Ia A191/2 - .
(6) pIadC.dextl.dext5 (4), (5), A131/3
C.N(Np"Na)I.p N3 A189/3
(7) pIaDdexté . (6), AR37/2, df 10
(8) pINaDdext6 81m11a1rement
(9) sin7+sin8&Ddext6 (7), 8) A117,A328 -
A571/17 af46,dE47, (3), (9) ;A117,431L,df57

A571/18 F(pDq)C.nqbnp = (Preuve:A324/2,A521, df L6)
A571/19 nqDp+.pDmg (Preuve : A194/5,A571/11,A117,A169)
_A571/20 ' pDmg+.gDmp . '

Preuve : - .

(2; pDa+. qu A4194/5

(3) DDN(Ng*Na)+. qDN(Np Na) Al9h/h A341, All? A3h3/h
A571/20 (3),afh7

A571/21 npDg+.nqDp (Preuve similaire, par A57l/ll au lieu &
AL94/L, et df 46 au lieu de df 47) = |
A571/22 Np+FYNqC. nquD pDmq
Preuve :
(2)  p"NaDqC.NqDN(p* Na) A192
C.Nq"NaD. N(p Na)*Na  A521
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(3) NpC.sin2C.Nq"NaD.Np"Na

sinl+sin3+sink+sin5+sin6C.p.
p.qC.sin7Ddext2

C.Ng"NaDNp A518, A341/2
C.pDN(Nq~N&) 4192
(4) sin2.Fdextdext3C AR51/5, A126/2
CHp (3), 2133 _
- C.pIl A122/2, rinf 18-
 C.sin?I.NaDg A532
, I.NgDa A192
(5) sin4CsinZ AR2
CYNg - (4),A119,4510/4 ,rinfl8
(6) FYNQCFsini (5), 4133 :
" Cdext3 A157, Al72, rinf 18
(7) Np+FYNqCdext3 (3),16),4186
A571/22 (7)14237/2,dfL6,d5L7
A571/23 p.qC.pIgD.plq
Preuve :
(2) plgC.p"Nal.q”
(3) pI(gq”Na)C. pNaI q"Na"Na
I.q Na A52L, A531/3
(4) qI(p~Na)cC. P “NaI.q” simm.
(5) pIN(Ng"Na)C.p"NaI. N(Nq Na) "Na /
C.qC.p"NaI.q Na A57l/12 df 46 df 47 /KI85/3
%63 qIN(Np*Na)C.pC.p"NaI.q"Na  simm. / K127, A116 All7 ,A120/2
7
8)

A571, dfL6, df L7

(2),(3), (), 1

qC.dext?2
(7). 4124, A3é3/

(6),

)

C.pIgD.pIq A571/15 df33 df32
A571/24 pIqD.plq
Preuve :
(2) F(pIq)C.F(pDq)+F(qDp) - A314/ET9% K
C.qD(p” Na)+?pIN(Nq“Né)) +(pD.q"Na)+.qIN(Np"Na) A 2#
(3) F(pI.q"N&)C. (pD.q"Na)CF(q"NaDp A314,A251 -
?4) F(ql.p Na)C.qD(p"Na)CF(p"NaDq) id /ER51
5) F(pIq)C.F(pIN(Ng"N&))C.F(qIN(Np" Na Na)+ pD.q"Na (2
(6) F(pIq).F(pIN(Ng"Na)).F(qIN(Np~Na))C. qD%p "Na)+.pD.q Na (5),
(7) sin6.sin3.siniC. dextb6.dext3. dexth A185, (6 ) (3),(4)/_A129
’ C.F(q"NaDp)+F(p NaDq)
y | CF(pIq) A571/15, af 46
(8) pIqCFsin?7 (7), A171/2 - /K170
" C.pIq+(pI.q"Na)+(qI.p"Na)+(pIN(Ng"Na))+.qIN(Np™Na) A157,
(9) sin8Ddext8 _ (8) A3?3/8 df 32
A571/24 (9),
A571/25 p=qC. pIqI plq
Preuve : )
(2) p.aC.pIgD.plq A571/2L, A127
(3) p.qC.plqal.plq A571/23,(2),A131/3,A31L
(4) Fp.FqC.pIO..qI0 Al6, Al85
C.plqg /A172,rinfl18,A251
C.pIql.plq df32,A16,df33, AZAA ARLY, A219/2
(5) sin3+sin4Cdextl (39, (1)
A571/25 (5), A187
A571/26 plql.NpINg
Preuve :
(2) pIqI.NpINq ° A191/2
(3) pI(q”Na)I. NpIN(NNq Na) id
&u) qI(p"Na)I.NqIN(NNp"Na) id
5) pIN(Ng"Na)I.NpI.Ng"Na id
(6) QIN(Np“Na)I.NqI.Np"Na id
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/ 3),L),(5),16) A325/?
(7) 51n2+31n3+81n4+51n5+51n61 dext2+dext3+dexth+dext5+dext6 (2),

A571/26" (7), df 33
A571/27 Sp.SqC. pIqI.NpINg o
Preuve : ‘
(2) p.qC. pIqI plg ligne (3) de la preuve de A571/25
_C. pIqI NpINq 3 A571/26 ’
(3) Np NqC.NpINgI. NpIVq  simm.
(4) sin2.sin3C.dext2.dext3 (2), (3), A185
C.pIqI.NpINq
A571/27 . . (4), df 14
A571/28 pIql. pInq .
Preuve : , pIqI p°NaI. q“Na df 32 -
T.p Nal.p Na“Na A531/3,A522
I.rI.q “Na . df 32
I pIng - df 46

A571/29 pIqD p- rI q.r (Preuve: A237/2,A504 ,A13, df 32)
' /au lieu de A13)
A571/30 pIgD.p+rI.q+r (Preuve similaire, & partir de A525,

A571/31 pIqD p“fI q°r (Preuve similaire, & partir de A522)
A571/32 »pIqD erI rZq (Preuve : A571/30, df 2,Tdf‘3)

A571/33 pIqC p~q
Preuve :

(2) pIqC.p "Na=.q"Na df32 A218 =
C.p.Na=.q.Na A516, rinf 18
(3) A504/3C./p.Na =(q. Na) -pz-q.Na A236/3
(4) sin2Cdext3 (3),rinfl8
(5) A50L/3C.7p=(q. Na) p—q A236/3
sin2C.p=q . (4),(5), rinf 18
A571/34 YNpC.pIqC.Hq+¥Nq - | v el
Preuve : ~* YNpC.pINA ' - A510/1L,df11,A22,
C.p NAINZ o A531/3
C.pIqC.NAI.q"Na df 32
" C.NaD.q"Na . A314, A22
C.NaDq A194/3;A194 /2 ,A129
C.NaDq..Hq+.qDNa A511, A129 A131
C.Hqg. (NaDq)+ Nalgq ABlh
“C.Hq+.NaIq . - A22 A169, A129
C.Hq+.aINq Al9l/2 o
C.Hq+YNq A510/L ¥ rinf 18
A571/35 pIqD. prfq \
Preuve ¢ C o ' —
(2) f(p"Na)=.fp.fNa : ©A562
3) A511/48U 2 Je(pt Na) =fp A236/3 df 57, (2)
L) flg"Na)=£q
(5) p"NaI{q” Na)c. £(q"Na)= =fp. f(q Na fq ( ) (4) A127 ,A131/3
"‘C.fp=fq - T A213
C.fp.fq+.Ffp.Ffq A187
(6) fpC.fplp o A511/L
C.pIqC.fplg

(7)  £qC.fpC.pIqC.£fpIfq I (6), A511/4



(8) pIqC.fp.fqC.fplfq (7),A129,4123

(9). Ffp.FfqC. fpIfg. - 4173,A185
C.fp"NaI.fq"Na
C.fplfg af 32

(10) sin5C(fp.fq)+.sinhC.Ffp.Ffq (5), All4/2

(11) 8C./sinl0C.pIqC.fpIfq df 32, 4132

(12) dextlOCdextll af 32, (9)

A571/35 A237/2,(10),(11),(12) ,A117 ﬁ194
rin

A571/36 pIqD.FpIFq
A571/37 pIqD.YpI¥q

(Preuve: A57l/35

A126/2 df32,A220, A223 ,A156/2,

Preuve :
(2) pIqC.fplfg A571/35, A126/2
C.FfplFfq A571/36
(3) pIqC.Ffp.pI.Ffp.q ‘ A571/29, A126/2
(4) dext2C.sin3C.Ffp.pI.Ffq.q (3)
C.YpIYq A511/9a
(5) sin2Cdextl ' (2), (4) o

A571/37 (5),A119,4237/2,df32
4571/38 YpI¥qD.YpI¥g
Preuve - .

(2) Yp~NaIl. Yp Na A50L,A530
(3) Yq"NaI.Y id
(4) a50L/3C. Né =(Yq"Na)=.Yp=.Yq N3 AR36/3,(2), 3)
(5) Yp=(Yq"Na ) .Yp=Yq A504/3,(4),(3),42%/3
(6) Yp™Na=(Yq"Na)Ci¥p=Yq (L), (55 043
C.YpIYq A511/38b
(7) YpIYqCsiné df 32, A218
* Cdextb (6)
A571/38 (7),df32,4237/2
A571/39a pIaD.YpItq (Preuve : A571/37,A571/38, A341)
A571/3% pItgD.plq (Preuve : similaire + df 87)
A571/40a pIgD:rCpI.rCq (Preuve : A571/30, df 7)
A571/L0b pIqD.pCrI.qCr (Preuve : A571/36, df 7)
AS71/41 11&’ (Preuve : A532, A514, A531/3, df 32, df 57)
A571/42 plaD. pIa

Preuve : .

(2) A505/2D. NACAT.NA.A A4530/2

(3) A504/3=07al.a.Na 4509/2, 4f 10

L) Natala— (2), (3)

5) p*NaI(a“nya)c. p~NaIa L)

. CY(p~Na) A510/4, rinf 18
C.pla+.NaTa A26, A510/4, rinf 18

(6) NaIaIo ABll/hh A363,4115,A173
(7) dext5I.pla (6)

A571/L2 (5),(7),A237/2, d4f 32
A571/L3 pDql.npDy (Preuve : df 34,A13,A504,4571/16,d£46)
A571/kk ~pD1  ((Preuve : 4571/43)

A571/L5 ODp

(Preuvé :

A517, A571/43)
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A571/k6 pDQD.fpDfq i(Preuve : A571/35, A511/6, df 3A)

A571/47 pImgD.pImp

Preuve :

(2) pIN(Nq N3)C.NpI.Ng"Na

. C.Np“"Nal.Nq"Na"Na o
I.Nq"N& | : A523,A531/3

C.N(Np”® N3) IN(Ng"Na) )
C.pIN(Ng“Na)..N(Np”"Na)IN(Ng~Na) A131/4
C.pIN(Np~Na) v

(3) sin’Ddext2 (), A237/2
A5TL/LT , | (3), df 47

A571/48a £SpC.pfmpD. Xp%np .

Preuve : .

(2) p NaDXpC.X(p" Na ) DXXp A570/2, A126/2 ;
C.Xp"NaDXXp A50L, Af 22,A531/3,A522
C.p"NaD(Xp™Na)..Xp" "N&DXXp A131, L, afLé A571/16
C.p"“NaDXXp A194/2

(3) £SpC.XXphXp A57l/5 rinfl8,A55k :

(4) dext3C.dext2C.p”NaZXp A368/4,0126/2, A12)

(5) £SpC.p NADXpC.p"Na%ip (2), (3}, () ,A127,A131/3,A129/2

(3) XphpC.dextdextse. pIN(NXp"Na) A571/14 aflL6,dfh7,A251

7) £SpCdext6 A55L,(6) 4237/3,rinf 18

8) fSpC.p "NaDXpC.pI(NXp~Na) (5),( ),Al32 A

C.pIN(Np“Na) A571/b7 df 47,A126/2
A571/L8a (8),A194 /4 ,4314,A133,4137/2,

A367/3,rinfl8,A371/7, 4546, df47

A571/48b NpC.XpDnp (Preuve : A5ll,A521,ASOu,df22,dfh6)
A571/48c pC.mpDKp (Preuve similaire)

AS57L/L9 n3%d
Preuve :

(2) 3aD(3"Na)C. N(N%“Né)D% ‘ A193, A395
C.%D(?“Na N N% Na)DL  A131/k
C.N(Ni*Na)D.L W& | A194/2
C.YE+INF . AR7,3fL6,dfL7
CFfz 4395 A511/9a A22

A571/49 A171/2,(2) 4509, d£46

A571/50 %%m%~"(Preuve'; A571/49,A368/2,4395,df46,dfL7)
A4571/51 Xi%ni (Preuve : A571/48,A509,A504 ,4571/50, A395, dfL6)
A571/52 mi%K: (Preuve : A571/51,A368/2,A593,dfL7)

On trouvera dans 1l'Annexe N° 2 de ce Livre 1l'énumération
dtune série dlautres théorémes dans lesquels 1nterv1ennent =
les foncteurs 'n', 'm?, ’I' 'I' et 'D'

Chapitre 18.- TRES VRAI ET UN PEU VRAI

Nous reviendrons dans ce ‘Chapitre sur le foncteur 'X
afin d'etudler dlautres propriétés de ce foncteur; nous savos
déja qu'il est distributif par rapport a la conjonction; nous
verrons tout & ltheure gu'il 1'est aussi par rapport a la dis
jonction (théoréme A572).

Notre dessein principal dans ce Chapitre est, néan--
moins, celui d'examiner les proprletes d'un autre foncteur, =
défini & partir de 'X', & savoir:le foncteur 'K'. Zadeh (cf.
p-ex. Z:1) introduit un foncteur ayant des propriétes similai
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res et le méme sens visé; toutefois, ce foncteur n'est pas dé
finissable & partir du foncteur 'trés' (notre 'X') et, qui =
plus est, ne permet pas dtaffirmer qu'il est du moins un peu=
vrai que p exactement dans la méme mesure ou il ritest pas
trés vrai que non-p; or cette équivalence nous parait intuiti
vement certaine. L'avantage de l'opérateur de Zadeh, perdu =
dans 1é traitement ici proposé, clest 1l'équivalence triangu--
laire entre p, "il est un peu vrai qu'il est tres vrai que p"
et "il est trés vrai qu'il est un peu vrai que p". Dans ndtre
traitement ces éguivalences ne sont pas inconditionnellement=
valides. Toutefois, comme nous le verrons plus loin, ily a
dans A ‘des théorémes qui se rapprochent des équivalences=
en question, tout en demeurant plus faibles. La valeur intui
tive de ces deux équivalences est, ce nous semble, sujette 3
caution; le sacrifice nous parait en tout cas d'une importance
mineure. :
T Beaucoup ‘de propriétés de 'K' sont aussi des proprié
tés de 'Xt; les deux foncteurs sont distributifs aussi bien =
par rapport & la conjonction que par rapport 4 la disjonction;
toutefois, tandis que 'X'! est distributif par rapport ala =
surconjonction, 'K!‘est distributif, lui, par rapport a la =
- surdisjonction, mais les réciproques ne sont pas vraies. 'Xp'
implique p, tandis que p implique 'Kp'. '

CA572  X(p+q)I.Xp+Xq-

Preuve ¢+ - . :
(2) p+qIpl.X(p+q)IXp A570/5
(3) p+tqlqI.X(p+q)IXq . id
(4) dext3+dexth (2), (3), A195
(5) X(p+tq)Dp*.X(p+q)Dq o (4), AL89/4 \
(6) X(p+q)D.Xp+Xq . (5), A336
(7) XpDX({p+q) A3L4L6/3, A570/L
(8) XqDX(p+q) id
(9) ZXp+XqDX(p+q) (7),(8), a328
4572 - (6), (9], A314

A573 X(pCq)I.pCXq (Preuve : A572, A5L6)

A576 pDKq (Preuve : df 23, A515/3, A193)

4577 Kp=p (Preuve : df 23, A569)

A578 FfSp=.pIKp (Preuve : A543/2, df 23, A106/L

A579 Fp+Hp+Yp+YNp=.pIKp (Preuve : A543, df 5, Al42,A191/2)
A579/2 ‘FKpIFp (Preuve : ‘A577,A220, A351, 4233/2)

A579/3 FpIKFp (Preuve : A543/3, £191/2, df 23)

4580 LpILKp (Preuve : A545/2, 4191/2, df 23)
A581 HpIHKp !

(

(Preuve:A543/L,A191/2, K139, Al4LR/2, df 23)
A582 HpIKHp (Preuve : A579)
4583 LpIKLp (Preuve : A546, A191/2, Al4R/3, df 23)
A58, -pI-Kp (Preuve : A581, A191/2, Al4l)
A585 Np=NKp (Preuve : A58L, AlL0, AR35, A218)
4586 fSp=.pbKp (Preuve : A55L4, Al06/L, A368/2)
4587 Sp=SKp (Preuve : A552, a106/L)
A588 KSp=SKp (Preuve : A577, A587, rinf 18)
4589 XpINKNp (Preuve : df 23) '
iA59O iDK: (Preuve : A576)



A591 3%K: (Preuve :

A586, ALO2, A509)
A592 K3 (Preuvq : A590, A101/2)
A593 K3INX3 (Preuve :
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dft 23, A395)-

. A59L . KKAINXX3 (Preqve similaire, +A21)
 A595 SK3 (Preuve : A593, Al06/4 , A559)

. A597 KpDKqI.pDq (Preuve
A598 KpIKqI.pIg (Preuve
A599 K(p.q)I.Kp.Kq (Preuve

A600 K{p+q)I.Kp+Kq (Preuve
A601 K(pCq)I.pCKq (Preuve
A60L NKpIXNp (Preuve :
- A605 NXpIKNp (Preuve

A606 XAINKE (Preuve

A606/2a KXiINXK: (Preuve .:
4606/2b XKLINKX} (Preuve similaire)
: df 22, A504, A524)

A606/3 X(p~q)I.Xp*Xq

: A570/L, A193)
: A570/5, A191/2) |

: A572, A191/2, A105, A106)

: similaire, & partir de A571)
: A600, A178, A179)

: A589, A191/2)
: A593, A191/2)
4606, A598, ‘A605)

On trouvera un certain nombre de théorémes complémen
taires dans lesquels intervient le foncteur 'K!' dans 1'Annexe
N° 2 de ce Livre. La démonstration de la plupart dl'entre eux
doit utilisey A4. On g trouvera aussi des théorémes' en IN',=

1Pt . [

en 'N', en 'P' et en
A607 fSp=fSKp

Preuve : oy
(2)  fSNp=fSXNp
D :=fSNXNp
. EfSKp
A607
A608 - fp=fKp
Preuve : :
(2) fpDp -
. DKkp |
(3) ffpDfKp
k) fpCfKp
(5) . fKpCKp
Cp
CLp
CFFp
(6) fKpC.fp+Yp
(7) YpC.Fp+Hp+Yp+YNp
-~ C.pIKp ’
(8) "fKp.YpC.pIKp '
. - CF(fKp.Yp)
(30) Egoen T
OULDp
Y A688
A609 TYpIYKp
Preuve : o .
(2) YpC.pIKp
C.YpIYKp

(3) A576D.7YKpD.Yp+Fp
(4) YKpC.FpIO
C.YKpDYp
A609

Al57

K571‘2 ”
Ak

df 23 '
(2), A106/L

A511/15
%236 511/5

A d
(3),4511/11, A1R6/2

A511/15, A126/2

A577, rinf 18
Al71

A511/2l,, A251/3, (5)
All6 v .

A579 o
Al125/2, (7)

A511/29 .

(8), A102 ’
(6),(9), A169/2
(4), (10) _

A116, A579

A511/63  /rinf 18, AL37/%
A511/63,A511/16,A126/? ,A577,
A110/3, (3)

(2), (&) ,A348,A314,4189/4
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A610 YNpIYNXp (Preuve : A609, A605)
A610/2 YNpIYNKp (Preuve : 4559, A60L)
A610/3 fSK3 (Preuve : A509, 4402, A607)
A610/L i%KL..K3%KK: (Preuve : 4591,A586,A610/3,A117)
A610/5 KA%KKL..KK:%u (Preuve : A610/k,A22,A610/3,df1k4,A607,
df57,4511/6, A510/3 rinfl8 All7)
D'une maniére similaire, on peut démontrer ce qui
suit :
KKLZKKK% . . KKK 3%KKKK L KKKK3%h  KKKKKi%u KKKFKK%%&
KKKK%CVKKKKK2 KKKKKEZKKKKKKLE  KKKKKK3% JKRKKKKKS etc.
A610/6 PKi (Preuve : 4591, AL450)
A610/7 FPNK:i (Preuve : AL70, A610/6)
A610/8 TF(LIni+.3Ims) (Preuve: A571/49,A571/50,A362,A115)
4610/9 F(glnq)
Preuve
(2) zI(q Na)C.3T.q°Na"Na A531/3
I.q9"Na"Na A524
(3) 3I(q"Na)C.2C.3I.4"Na (2)
C.4Ini af 46
(4) RC.73I(q"Na)C.3In3 (3), AlRL
Fdextl A610/8, AR2
A610/11 Pp=.miDp
Preuve ¢
éz) F(?D%)CF(ZDN p) A193, A395
3) F(iDNp)C. NpD(%“ a)+.3IN(p"Na) A2LA251,dE46,dEL7
(4) F(F(3DNp)..3IN(p"Na)) 4610/10,dFL7, A116/3
(5) F(4DNp)C. NpD. 1 Na (3), (4} ,4169/2
(6) F(pD3)Cdext5 (2), (5
27) %VpCdextB (6) A367/3 rinfls8
8) PpCdext5 (7) AL50, rinf 18
C.N(£°Na)Dp Al93
(9) 4%N(37°Na)C.dext8C.4%p A367/6, A126/2, Al2l,
(10) sin9 4571/50,4fL7,4368/2,4395
(11) dext9 (9) (10)
(12) N(%"Na)DpCPp (11} ,4450, rinf 18
A610/11 (8),(12),A193,dfL7
A4610/12 PNp=.pDni (Preuve : a610/11,df46,dfL7,4395)
A610/13 PNniz (Preuve : 4610/12, 4101/3)
A610/14 F(pI3) )=.mi%p+.phni
Preuve :
(2) F(pI2)I.F(p"NaDz)+.F(3"NaDp) A571/15, df L6 - 3
(3) pDN(3$°Na)D.p NaD.i"Na A521,A571/13,df46,d41L7,
| D3 4571/16, df L6
(4) FdextBCFsinB (3) A353/3 A126/2
C.N( Na % A367/3, rinf 18 /‘126/2
5) F(i° NaD? “Na 4367/3 /A395,4367/3, rinf18,
6) FYSC.N( ) ApCFdext3 A571/22,A120/2, a22 dfL6,dfL7,
(7) N(E*Na) 7p Fdext3 (6),4509,dr31,422, l4) 4117
(8) F(pI})C.dexth+dexts (2),4218,(7),(5),rinf 12

A610/14

(8), df 46, df 47
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A610/15 F(plq)C.Fq+.mqbp+.phng
Preuve : o :
(2) F(pIq)I.F(p"NaDq)+F(q NaDp) A571/15, df 46
(3) pDN(Nq Na)D.p"NaDN(NqgNa) “Na A521
(&) - qC.q"NAI.N(Nq Na) Na -~ A571/12, dfué df47
o C.pDN(Ng"Na)D.p" NaD.q"Na (3)
' Dq A571/16, df L6
(5) qCFdextdext4CFsindextl (L),4353/3, A126/2
C.N(Nq"Na)%p A367/3 rinf 18
(6) F(dextdexth)C.qCdextdexts (57, &izy
C. Fq+dextdext5
(7) F(q"NaDp)C.pfh.q"Na A367/3 » /atr L7
A610/15 dfL6,(2),(6),(7),A194,A129,

On trouvera dans 1'Annexe N° 2 de ce Livre une série
d'autres theorémes en 'K!', en 'm' et en 'n!', ainsi que des =
théorémes en '#! (le foncteur surdisjonctif).

Chapitre 19.~ D!'AUTRES FONCTEURS

. Ce Chapltre est consacré A un certain nombre de fonc

teurs aussi bien monadlques que dyadlques. Certains d'entre=
eux sont appelés & jouer un rdle important dans un traitement
philosophique adéquat (contradictoriel) du probléme de 1'iden
tité mitigée. Toutef01s, 1'étude de tous ces foncteurs ici =
entreprise sera trés rapide, les'preuves étant fort souvent =
omises, afin d'éviter un accroissement excessif du volume de
cette Section.

A6l Pp=.NpDX}

Preuve :
(2) KleC KéD? A353 yA131/4,A172 ,rinf18,A16L
(3) Dp&pC kiDp 276

4611 A (2) (3),4117, df11 ,A193,A606

A611/2 PpDPp (Preuve : A556, A451 A366,4129,df19,A611,df16,
~ A164,A245/2 4343)

On trouvera dans 1'Annexe N° 2 d'autres theoremes en
'f" en ’E" en '5?, en 'P' et en '§'
A616 p "qI.p.q+.p+q.K(p"
Preuve : p~qIl.p+q..K( p

"q
I.p+q.K( )
I.p.q+: pgq K A3L6/2, A3L6/3

ABl6/3 p qI(p q)+ . qI(p K(p “q))+.p"qIl.q.K(p~q) (Preuvé:k616/2,
A616/4 p~ql.q"p (Preuve : A616/3,A9,A104,A504,A189/2)7

A616/5 p~qCp (Preuve: A616/3,A22,A577+rinfl8, A126/2)

A616/6 pTqCq (Preuve : A616/5, A616/k) |

Dans 1'Annexe N° 2 nous avons énuméré d'autres théoré
mes en ' ', ainsi que des théorémes en ! _', des théorémes et
des schémas théorématiques concernant les foncteurs pr, '*',
'X? et 'K' fondés sur A5, et des théorémes et schémas” theoqé
matiques en 'd', en '44', en '4...8' et d'autres foncteurs =
similaires deflnls récursivement 4 partir de:ceux-la. La lec
ture en lan~ue naturelle de ces théorémes nous permet de cor-
roborer -ce qui est bien conforme & nos intuitions- =

daf 24
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que, p.ex., il est trés vrai qu'il est un peu vrai que p pour
autant seulement qu‘il est un peu vrai qu'il est un peu vrai=
qu'll est trés vrai gque p; ou encore : il est treés, trés ==
vrai qu'il est un peu vrai que p pour autant seulement qu'il=
est un peu vra1 qu il est trés vrai que p; p presque Seulement
dans la mesure ol q, et q presque seulement dans la mesure ou
r, pour autant seulement que p presque presque seulement dans
la mesure ol r; p presque seulement dans la mesure ou il est
trés vrai que p, etc. Voici, enfin, un certain nombre de ==
théorémes en '=!' .7 ' :

A638 p2qI.XpDq..XqDp (Preuve : df 63;, df 61;)
4638/2 ptp (Preuve : A515/3, A7, A638)

4639 Xpfp (Preuve : A515/3, 4638, A101/3, A341)
A6LO _ngC.Kpép A6L1 p2ql.q2p (Preuve : A638)

A6L2 quC.piq (Preuve : Al185, Al26/2,A516/2,rinfl8,4638)

A6L3 p2l1DHp (A551,A202/2,A515,A35l/2,rinfl8,A233/3,A22O/43A638)
A6L3/2 pAuCYNp |

Preuve : = ‘ '
(2) YNNaC.XNaINa v , T A543, A116
(3) A505/2C.7XNAINA - (2)
24) XpDNa. (INaDp)1I. aDNXp..NpDa - (3), A193
5) NpDa=.FNp+YNp _ A510/6

: =,Hp+YNp .
(6) dexthC. Hp+YNp A115, (5), rinf 18
(7) HpCHXp A5LL, A5L5

CFNXp
C.aCNXpCFa A251/2
(8) AaCNXpC.HpCFa . - - (7), Al23
(9) dextiCsing : . AR2, A126/2 .
Cdext8 v C (8)
C.FHp+Fa , .

(10) FFa . - : A50L/7,A171,A157
(11) FaIo _ © (10), A173
(12) FHp+tFalIFHp (11)
(13) dextLC.FHp..Hp+YNp (9), (12),(6),4131/3
(14) FHp.(Hp+YNp)CYNp A251, A129
(15) dextLCYNp - (13), (14)
16) sin4CYNp © (L), (15)
17) paNaCYNp (1), A638

A6L3/2 : (17), d4f 57

A6L5 pIqD p2q (Preuve : A515/3,A131/3,A323/2,A638)
A6L5/2 p%XqDF p2q) |

Preuve : .

(2) F(Xqu)CF(Xqu .Xqu) A116/3

(3) hXqCdext? . (2), A367/3, rinf 18
DF(XpDq..XqDp) AR33/2,4220/L, rinf 18
DF(p2q) A638

A6L5/3 XrIp.(r%q)DF(p2q)

Preuve :

(2) F(qDr)DF(XqDXr) A57O/4,A189/4,A353/3
(3) ZXrIpC. F(qu)DF(Xqu) (2)
F(XqDp) ' A126/2
CF(Xqu..Xqu) Al16/3
(4) XrIp.F(qDr)Cdext3 (3), 4129
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(5) ZXrIp.(r%q)Cdext3 (4),A367/ , rinf 18
. . Ddext3 . A233/2, A220/4, rinf 18
| DF(p2q) : A638
AGL5 /L P2 qI X(p*tq)D.p.q
Preuve : _
(2)  XpDq. (XqDp)D.XpD(p.q)..XqD.p.q A515/3 A350,A117, A343
D.Xp+XqD.p.q - A328
D.X(p*q)D.p.q A572
(3) X(p+q)D(p.q)D.Xp+XqD.p.q " A572, A101/3
D.XpD{p.q)..XqD.p.q A328 :
(4) XpD(p.q)D.XpDq 4333/2
(5) XqD(p»q)D.XqDp oido
(6) dext3D.XpDq..XqDp . (L) (5) ll7 A343
(7) sin3Ddext6 o (3),(6), :
D.p2g A638
(8) p=qD.X(p+q)D.p.q (2),n638
ABLS /), T (8),(7),A314

AL5/5 p2qD.FpIFq (Preuve : A6L2,A223,A156, A323/4 4638)
A6L5/6 p2ql.Xp2Xq (Preuve : A570/L, A325, A638)

Dans 1'Annexe N° 2 de ce Livre on trouvera d'autres= _
théorémes en '¢!', On y trouvera aussi un grand nombre dfau-- -
tres théorémes utilisant des foncteurs définis & partir de ==
121 (p.ex. 'I', qui jouera un rdle important dans l'introduc-
tion, dans la Section ITI, de 1lt'identité restreinte et gra-
duée -ou égalité-, laquelle parmettrait d'expliquer certaines
des difficultés philosophiques concernant-la relation d'iden
tité, tache cependant que nous n'entreprendons pas dans cette
étude) On y trouvera, au surplus, des théorémes en 1b',=
en 'j', en 'ct, en ¢! et en ¢,

Chapitre 20.- VRAI 4 TOUS LES EGARDS ET VRAT EN QUELQUE SORTE

Nous savons déja quel rfle majeur joue le -foncteur
'B' dans le systeme As : la regle du MP n'est applicable a
une formule que si celle-ci est préfixée par 'B'; la régle =
rinf 1 nous permet de préfixer automatiquement par 'B!' tous =.
les théorémes, ce qui contrecarre l'eéfet restrictif de cette
condltlonallsatlon pour ce qui est de 1'inférence & partir de
théorémes. Il en va tout autrement, bien slir, pour ce qui =
est des prémisses non theoremathues La signification logi-
co-philosophique du foncteur 'B' fera l'objet d'étude dans les
livres II et III de cette étude. Il appert que le comporte--
ment de ce foncteur et les théorémes ou théses valides dont =
la formulation l'englobe rappellent de trés prés les opératars
modaux de nécessité. La différence réside en ceci : dans=
les logiques modales, une ‘thése peut &tre vraie, donc asserta
ble, sans que le résultat de préfixer cette thése par ‘1topéra .
teur de nécessité ne soit valide. En revanche, selon 1'orien
tation sémantique et philosophique qui inspire la 'construction
du systéme A, une formule n'est assertable que si le résultat
de la preflxer par 'B' est assertable. Ceci se traduit par =
le fait que, quoique A contiénne le principe de tiers exclu,=
il ne s'ensuit point que, pour chaque formule 'p, :ou bien p ou
bien "Np" soit assertable ou vrai. Autrement dit : la vali-
dité du principe interne de tiers exclu ﬁ'lmpose point un =
principe externe de tiers exclu. De ce gu'il soit vrai que
ou bien la Prusse est plus forte que le Mecklenburg, ou bien=
le Mecklenburg est aussifort que la Prusse sinon plus, 4l

] " W
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n'en découle pas que l'on puisse affirmer que la Prusse est =
plus forte que le Mecklenburg ou que lfon puisse affirmer que
le Mecklenburg est aussi fort que la Prusse sinon plus; il se
peut qutaucune de ces deux phrases ne soit assertable, car il
se peut qu'ad certains égards la Prusse soit plus forte, tan--
dis qu'a d'autres égards le Mecklenburg soit plus fort; or,=
pour qu'une phrase soit assertable il faut qu'elle soit vraie
(peu ou prou) & tous les égards, sans exception.

o Dans ce Chapitre, les preuves présentées ne sont
qu'tesquissées. Aucun renvoi n'est fait explicitement (sauf
exception) & des théorémes portant des numéros dlordre infé--
rieurs & A372 (hormis les théorémes AO, Al, AR et A3).s Les =
régles d'inférence ne sont pas non plus -sauf exception- ex--
pressément mentionnées. On omet tout renvoi & des définitiorns
déja introduites (on mentionnera seulement les définitions 1%
13, #25, 26,:27, et 28). Dans tous ces cas-1l4 on se contentenm
donc -si tant est que 1l'on fait une référence- d'un renvoi =
global, moyennant la notation 'Aa'.

hon

A650 BpDp
Preuve : '
(2) BpC.Bplp - . Al
C.BpDp ' Aa
A650 (), Aa

A650/2 TFBpDBFBp (Preuve : AO, A251, Al, A189/L, A348)
"A651 BFBpIFBp (Preuve : Aa, 4650/2, A650)

. 4652 JBpILBp (Preuve : 4651, Aa, df 28) |

" 4653 pDDgD.BpDBq (Preuve : Al, df 13, A3, Aa) .
A653/2 B(pDDq)D.BpDDBq (Preuve : A653, rinf 1, df 13)
A654 LpDDLqC.BpCBq

Preuve :
(2) LpDDLgqC.BLpDBLq A3
C.BLpCBLq Aa -
(3) pGLp Aa, rinf 1, df 12
(L) BpCBLp (3), A2
-(5) LpDDLgC.BpCBLq (2), (4), Aa
(6) LgGg ‘ Aa, rinf 1
(7) BLqCBq (65, A2 ‘
A654 - (5): (7); Aa
A655 B(pCq)C.BpCBq (Preuve

A656 B(p.q)I.Bp.Bq

: A2, df 12)

Preuve : '
(2) p.qDD ‘Aa, rinf 1, df 13
(3) B(p.q)DBp (2], A3
(4) B(p.q)DBq pareillem.
(5) B(p.q)D.Bp.Bq (3), (L), Aa
(6) pG.qC.p.q Aa, rinf 1, d4f 13
(7) BpC.qG.p.q (6§, a3, df 12
. C.BqCB(p.q) A2
(8) " Bp.BqCB(p.q) - . (7), Aa
(9)1pr.BqC.BpIp..Bqu..B(F.q)I.p.q Al, (8), Aa
‘ C.Bp.BqI(p.q)..B(p.q)I.p.q Aa
C.Bp.BqIB{p.q) Aa
C.Bp.BqDB(p.q) Aa
(9), Aa

(10) Bp.BqDB(p.q) .
A656

A657 pDJp (Preuve

LU
YR
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(5), (10), Aa

: A650, Aa, df 28)



4658 pGqD.BpCBq

Preuve :
pGqC.pGqal.pCq -
BpC.Bplp
BqC.Bqlq
dext?.dext3 .dext,CAH58
sin2.sin3C.sin2.sin3.sin4
sin?.sin3CA658
sin3C.sin?CA658
sin3Ca 658

) FBpC.dextA658I1

CA658

A658

T P p— P—
SVD@ﬁQO“ﬂ$?bJN

—

(Preuve

LB

Al, df 12

Al
Al
Aa
A2, Aa
(2§,(3),(4),(5),(6) ,Aa
(7), Aa
8), Aa
Ay
Aa

(9), (lo), Aa

4659 B(pGq)D.BpGBq : A658, rinf 1, df 12,A3, Aa)
A660 pDDQD.pDg (Preuve : A650, df 13) |
A661 pGgD.pCq (Preuve : A650, df 12)

A662 pDDqC.pCq (Preuve : A660, Aa)

A663 p=qD.Bp=Bq (Preuve : A658, Aa, df 27)

A66L B(p=q)I.p=q ('P"r'euve

A66L /2 pIIql.pDDq. qDDp
Preuve :

(2) pIqDD.pDg..qDp
3) pDq.(qDp)DD.plq
L) Bsin2DBdext? |
D.B(pDq).B(qDp)

- D.pDDq..qDDp
(5) Bsin3D.plIq o

(6) pDDq.(qDDp)D.pIIq

A66L /2

: 4656, Aa, df 12, df 27)

Aa, rinf 1, df 13
Aa, rinf 1, df 13
(2], A3

A656

df 13

(3), A3, df 25

(5), K656, df 13
(4), daf 13, (6), Aa

:A665 pIIqD.BpIBq (Preuve : A66kL, 4653, Aa)
A666 B(p=q)D.Bp=Bq (Preuve : A663, Aa)
A667 BLpILBp
Preuve :
2) BLpCBp Aa, rinf 20
3) BLpDLBp (2§, Aa
h; BpDBLp. = ¢ Aa, rinf 19
(5) BpC.BLpILp Al (&)
C.LBLpILp. BLpILp
56) IBpDIBLp (4)
7) LBpC.LBpDLBLp.Bp 6),
C.LBpDBLp (5),
(8) LBpDBLp - (7),
A667 - (3), (), Aa
A667/2 FBLpIFBp (Preuve : A667, Aa) .
A668 TFBLpINBLp (Rreuve : A667, Aa)
A669 Bp=FJFp
Preuve : ‘
(2) p=FFp Aa, rinf 1, A66L
(3) Bp=BFFp ' (25, rinf é3
=FFBFFp Aa
=FJFp df 28
A670 Bp=NJFp (Preuve : A669, Aa, df 28)
A671 FJpINJp (Preuve : Aa, df 28)
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A672 NJpIBLp (Preuve : Aa, rinf 24, A667, df 28)
A673 FJFpIBLp (Preuve : A669, Aa, A667)
A67h LJpIdp (Preuve : df 28, Aa)
A675 JLpldp (Preuve : df 28, Aa, A665, rinf 1)
4675/2 JpINBFp (Preuve : df 28, A667, Aa)
A676 FBpIJFp (Preuve : A672, 4667, Aa)
A677 FBpINBLp (Preuve : A667, Aa)
A678 FJpIBFp (Preuve : A669, Aa, A667, A675)
A679 BJpIJp (Preuve : Aa, A650, A650/2)
A680 JBpIBLp (Preuve : k652, £667)
4680/2 BpIBBp

Preuve ; ' . S
(2) - BBpDBp 5 A650 .
(3) BpbDJdBp : - A657
DBJBp : < A679
(4) BJBpIBLBp . A652, rinf 24
ILBBp A667
§5) BpDLBBp (3), (&), Aa
6) BpCBBp (5), Aa
C.BBpIBp ~ : Al, Aa
C.BpDBBp Aa
(7) BpDBBp ° (6), Aa
A680/2 | . (2), (7), Aa

A680/3 BpIIBBp (Preuve : 4680/2, rinf 1, df 25)
A681 JJpIlJp (Preuve : Aa, A680, 4676, df 28)
A682 JBp=Bp (Preuvé : A652, Aa)

A683 FJBpIFBp (Preuve : 4682, Aa)

A683/2 pIIqD.BpIIBq (Preuve : 4665, rinf 19, Aaf 25, A680/2)
A683/3 pDDgD.BpDDBq (Preuve : A680/2, 4653/2, df 13) "

Seh 2 pIIgC.===p...l===g... ' :
(pourvu que p soit affecte dans "---p..." seulement ==
par des occurrences de. ’B’ tfpr, INT, '.', 171 et I
ainsi que par d'autres deflnls exclu51vement a partir’
de ceux-la?
Preuve : par induction mathemdthue & partir de Aa, Sch 1', =
rinf 20, df 25, A680/2

A68L J{p+tq)I.Jp+tJqg (Preuve : A656, Aa, Sch 2, df 28)
A68L/2 J(pCq)I.BpCJg (Preuve : A68L, df 7, A676)
A685 Bp.(pGq)CBq (Preuve : A2, Aa, df 12)

A686 FJI(pCq)C.qGp '

Preuve : . _
() FJ(qu)IBF(Fp+q) . A678, Aa, Sch 2
IB{(Lp.Fq) Aa, dch 2
IB(Fq Lp) Aa, rinf 1, rinf 25
(3) Fq.LpC.Fg+p Aa
(4) B(Fq.Lp)CB(Fg+ ) (3),rinf 20
CB (qCp
A686 (2),(4),Aa, df 12

A687 pDDqD.NgDDNp (Preuve-.: Al, df 13, Aa)
468G BpDJdp (Preuve:, 4650, 4657, Aa)



A689/2 NJpDNBp (Preuve : A689, Aa)
A690 BFpDFBp (Preuve : A689, A676) JaTTEY
. A691 BpC.BpIIp’ (Preuve : Al,rinf20,rinfl,A655,4680/2,rinf25,
4692 BpC.FBpIIBFp (Preuve : A691,Sch 2,Aa,df25,A651,rinf25)

- A693 FBpIBFpCJFp (Preuve : 4692,df26,Aa,A676)

~A694 HBLpIBLp (Preuve : Aa, A667)

- A69L/2 HBHpIBHp (Preuve : Al,Aa,A650,A359)

" A694/3 BHpDHBp (Preuve : A650,rinf 19,A680/2,Aa,A69L/2)

A695  Bp+BqDB(p+q) (Preuve : Aa, rinf 19,Aa)

4696 J(p.q)DJp (Preuve : Aa, A695, rinf 25, df 28)

A697 Bq+FBp+J(Fq.p) (Preuve : A655, Aa,A676,rinf23

A698 L{pGq)I.pGLg (Preuve : df 12, A667, Aa)

A699 pGg=.FqGFp (Preuve : Aa, rinf 23, df 12)

A700 B(p~q)I.Bp"Bq (Preuve : Aa,rinfl3,A516,A656,A1)

A701 BXpIXBp (Preuve immédiate, par A700 + df 22)

A701/2 BKBpIKBp (Preuve : Al,A577,rinf 23,Aa) e
A702 BKpIKBp (Preuve : A577,rinf23,A611,Sch2,rinf20,df25,4701/2
A703 Bp BgDB(p~q) - (Preuve : A616 A700,A656,A702,A695, r1nf25)
A70L, B{(p~q)I.Bp™Bq (Preuve : A624,rinf23,A2,A1, Aa)

A705 NJNpIBLp (Preuve : df 28, A3, Aa)

A706 pGqC.JdpDJdq (Preuve ¢ A655,Aa,df28,rinf23,df20 df12)

A707 pDDQD.JpDJq (Preuve similaire, & partir de A653)
A708 NpGpIBp (Preuve : Aa, rinf 1, rinf 24, d4f 12)

A709 pGNpIBNp (Preuve similaire)

A710 NpGLpIBLp (Preuve : A708, Aa, A698)

A711 pGFpIFJp : (Preuve : Aa,rinf 1,rinf 24,df12,A678)

A712 N(pGFp)IJp (Preuve : A711,ha,A67L)

A713 pGq.(NpGq)IBgq (Preuve : Aa r1nf24 A656,4112)

A714 pGq.(pGFq)IFJp (Preuve : Aa,rinf2l,,A656,df12,A678)
A715 BpC.qGp (Preuve : Aa,rinf20,dflR)

A716 “FJpC,pGq- (Preuve : Aa,rinf 20,df 12,A677)

4717 BpC.JqDJ(p.q) ~(Preuve : Aa,rinf 20,A706,df 12, Aa)
A718 B(p+q)D.Bp+Jq (Preuve : A658,Aa;df28,rinf20)

A719 B(p+BLq)I.Bp+BLq (Preuve:A718,4680,Aa,A695,A680/2,rinf25)
A720 B(p+Bq)=.Bp+Bq (Preuve : A719, A667, Aa, rinf 23)
A721 B(p+Jq)I.Bp+Jq (Preuve : A719, A674, rinf25,A679)
A722 J(p.Jq)I.Jp.Jq (A719,Aa,A676,rinf2})

4723 J(p.BLq)I.Jp.BLg (Preuve : A722, A680, rinf 25)

A72), pDBJp (Preuve : A657,A679,rinf25)

A725 JBpDLp (Preuve : A724,A676,rinf25,A678,A674)

A726 JBpCp (Preuve : A725, Aa) /E37875, It 25, KG7E)
A727 JP(pCq)I.BpCJPq (Preuve : Aa,AlL30, r1nf25 A68L,4378/7,
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A728 BP(pCq)D.BpCBPq (Preuve : AL33,rinf25,4655,4676,4378/6 Aa)
A729 BPpIPBPp (Preuve : Al,na,s380,4650,A359,A374)
4730 BPpDPBp , (Preuve : 4650,A374,rinf19,4680/2,4431,4729)
A731 BPpDBPB (Preuve : A730,rinf 19, 4680/2) -
A732 BP§pIPB§p (?reuve = A37L,A65O,A431,A38O,rihéA{g%Agzg?&a,
A733 BPpIBPBp (Preuve : A729, A732) |

A73L BfpIfBfp (Preuve.similaire & celle de A729, par A511/11.
et A5ll/15 au llﬁu de A380 et A374)

A735 prDpr (Preuve : & partir de A73L, similaire & celle de
4730 a'partir dé a729; a511/15 au lleu de A37L et
ASll/E au lieu de Ah313

A736 BfpIBfBp .(Preuve : 4511/15, A650,A5ll/19,rinfl9,A680/2,Aa
A737 BIBpIBfp (Preuve : A734, A736)

A738 BYpIYBYp : (Preuve : A69l df25,4650,4511/20, Aa,A511/16)
A739 YBA (Preuve : A504/7,rinf 1,A691,df25,Aa,A505/2)

A7L,0 BYpDYBp (Preuve:a650, Aa A510/4 rinflg, rlnf19 ,A680/2,A665,
A739, A738, "a511/382)

K741 YBYpDBYBp (Preuve : A740,rinf 19,A680/2,4738)
A7u2ﬁ7J(qu)C BpDJq {Preuve : Aa,A656,rinf 1, df 12, rinf20,
A7L3 Jp%BqCB.p% © (Preuve : A74L2,Aa,df 28)

A7h4  fpGFqI.pRRq ° (Preuve : df 12,df35,dfL5)

A745 PpGPqI. pQQy (Preuve : df 12,df21,dfLl)

A7L6 JPpIPJPp (Preuve : df28,df5,a378/6,4378/7)

A74L7 JPpDPJp (Preuve : A74L6,A37k,rinf27 bis,AL31)-

Sch 3 J(pIq)DJ(=-=p...I---q...)

(pourvu que “——-p.. " soit une formule ou p ne soit affec
té que par des foncteurs définis & partir de 'I',t. ', IN' 'F?,
17 rav)
Pre&ve : Sch 1, rinf 27

' On trouvera dans l'Annexe N° 2 de ce Livre I beaucowp
d'autres théorémes en '8', ou tels qu'ils comprennent des
foncteurs définis directement ou indirectement & partir de 'B"
I1 est, en particulier, intéressant de comparer les propriétés
de %! 4 celles de '%%' : le premier de ces foncteurs est
irréflexif et connexe, mais non transitif, non symetrlque, ==
non asymetrlque et non antlsymetrlque le second est irréfle-
x1f, asymétrique et ‘transitif.

Enfln, nous estimons qu’ 11 serait oiseux de develop-
per formellement des preuves des théorémes en 'T!, 'W! etc.
strictement paralléles & celles qui concernent les foncteurs—
'Bt, 'J! etc. On trouvera dans l'Annexe N° 2 de ce Livre cer
talns de ces théorémes paralleles (plus guelques théorémes =
supplémentaires, car 'T!' est plus fort que 'B' uisque "Tp"=
implique "Bp", sans que la réciproque spit vra1e§ Le lecteur
construira alsement beaucoup d'autres



sq_(SYSTEME_DE_LOGICUE_QUANTIFICATIONNELLE.DE_PREWIER_ORDRE)

Chapitre l.- BASE DU SYSTEME

§1.-~-. Aq est une extension de As ol les variables senten-—
tielles ont pour substituts non seulement des phrases fermées
mais aussi des phrases ouvertes. Le MP ou rinf 2 n'est donec=
pas limité aux seules phrases fermées (comme quoi il faudrait
par aprés démontrer son applicabilité aux phrases ouvertes),=
mais est appliqué d'emblée aux unes et aux autres, lorsqu'elles
sont assertées. _ ‘ '

‘ Outre les variables sententielles, précédées ou non
-d'un quantificateur, pour chaque variable sententielle et =
pour chaque formule contenant des variables plus des fonctamrs
il y a une suite infinie de pseudo-formules, qui s'écriront =
en placant un tréma, soit.sur la formule (si elle est repré--
sentée par une seule variable sententielle), soit devant la =
formule enfermée entre parenthéses. La régle rinf 3 ne s'ap-
plique pas sans restrictions & ces pseudoformules. Dans ==
chaque cas, une régle de substitution particulidre peut &tre=
appliquée, qui dépend du théoréme particulier d'ol la pseudo-
formule se trouve, en l'occurrence, faire partie; ces régles=
de substitution seront donc formuleées cas par cas (les preu-
ves €tant donc des métapreuves, lorsqu'il y'a des pseudo-for-
mules). Dés lors, une grande partie des théorémes présentés=
dans cette Section (et aussi une partie de ceux gui seront =
présentés dans la Section III de ce Livre) sont, & la véri-
té, des métathéorémes, i.e. des schémas d'un nombre infini de
théorémes, dont chacun est formellement prouvable. Ceci pour
rait créer une certaine ambiguité des variables sententielles
(dont les substituts sont tantét des phrases, tantdt des sché
mas de phrases), mais le contexte dissipe toute possibilité =
de confusion. ,

On emploie aussi, dans l'exposé de Ag, la notation
"p/X/" (ol 'x! peut &tre remplacé par une autre variable),
notation qui a pour substitut n'importe quelle fbf ol tx!?
soit libre (les notions de variable libre et variable liée
sont ici exactement les mémes que d'ordinaire dans les textes
de logique classique). Une autre notation aussi utilisée est
la suivante : "p x/z/", qui a pour substitut n'importe quelle
fbf résultant d'une fbf dans laquelle 'x! soit libre moyernant
le remplacement de 'x' par 'y' dans toutes les occurrences =
libres de 'x' dans ladite formule.

nuwnH

§2.- Les régles de formation de Ag que nous expliciterons
sont les quatre régles explicitées pour As, plus celle-ci :

5.- 51 p est une fbf, "Uxp" est une fbf

(ol 'x' peut 8tre remplacé par n'importe quelle variable par-
mi i X, y, 2, u, v, x', y', z', u', v', x"...).

Précisons que.ces cing régles de formation ne sont pas exclu-
sives. Si chaque inscription écrite conformément & ces régles

est une fbf de Ag, il peut y avoir des fbf de Ag qui ne soient
prevues par aucune de ces regles.
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§3.- Définitions
df q1 : /Bxp/ eq /NUxNp/
df g2 : /Ux,x'...x"p/ eq /UxUx'...Ux"p/
df q3 : /Ex,x'...x0p/ eq /ExEx'...Ex"p/
df a4 : /Oxp/ eq /SUxp/
df q5 :/Exp/ eq /NUxNp/ df g6 : /Exp/ eq /NUxNp/
df q7 : /Uxp/ eq /NExNp/  df q8 : /Uxp/ eq /NExNp/

Il s'agit 14, non pas de définitions proprement dites,
mais bien de.schémas def¢n1t10nnels, car les variables indivi

duelles- qui y figurent peuvent étre remplacees par d'autres =
‘variables individuelles quelconques.

Point n'est besoin de dire que 'Ux' est le quantifi-
cateur universel ordinaire; 'Ex', le quantificateur existen--
tiel ordinaire; et 'Ux', le quantificateur flou ou oblique =
(ou encore : seml-afflrmatlvo universel et semi-négativo- exis
tentiel). Quant & 'Ex', etc., ce sont des quantificateurs ==
existentiels et unlversels non ordinaires (on pourrait en in-
troduire un nombre fini quelconque, tous différents). 'Ex?,=

 p.ex. peut se lire comme 'il est trés faux que toute chose x
soit telle qu'il est trés faux que...?, ou bien comme 'il est
trés vrai g@'il est un peu vrai qu'il y a un x qui'.

§4.- REGLES D'INFERENCE
~rinf @0 : p ::: §
: ‘ (ou § est le résultat de remplacer, dans p, une fif

quelconque, ouverte ou fermée, par une quelconque &
ses varialtes alphabétiques)

"rinfql : p ::: - ) o
’ (o § est le résultat de substituer dans p & une va-
risble individuelle libre une autre variable indivi-
duelle,; -pas nécessairement distincte-, pourvu toute
fois que cette derniére variable ne soit pas captu
rée par un quantificateur se trouvant dans p)

Les notions de capture de’ variables et variante al-=
phabétique n'ont pas besoin d'8tre expllqures puisqu’on en =
trouve de fort agréable explications et deflnltlons rigoureu-
ses dans dtautres traités de logique (cf., p.ex., C: 6 et Q:1).

rinf g2. p .::: § v | A .
(ob '§ est le résultat de préfixer p d'un nombre fini
quelconque de quantificateurs universels, quelle que
soit la variable de chacun de ces quantificateurs).

‘ Une précision supplémentaire : les substitutions pré
vues par rinf qO0 et rinf gl doivent &tre uniformes (c-a-d =
substituer & chaque occurrence de la variable orlglnellement—
donnie une occurrence de la variable qui doit lui &tre substi
tuée

Dans la pratique, ces trois regles d'inférence = se
ront appllouees, non seulement.aux formules de Ag propremenﬁ:
dites, mais aussi aux notations syntaxiques avec tréma (pseu-
doformules ou lettres schemat:ques) dans ce cas, l'applica--
tion de la régle rinf g0 et rinf .ql doit se faire sur les=
substituts possibles de la notation syntax1que, en’ fonc--
tion de la restriction métalinguistique qui l'accompagne, con
cernant précisément les substitutions possibles (autrement =
dit, concernant les restrictions dans l'applicaticn de rinf 3).
L'application de rinf ql, p.ex., & un théoréme qui contient =



(3) Ux2 (2), rinf gR
54) 3D./HUxpDUxHp A1002
5) UxHpDHp A1021
(6) LUxHpDp - (5), As
(7) LUxHpDUxp - (6), rlnf q2, AlOOZ As’
(8) UxHpDHUxp (7), A
A1023 “(4), (8), As

A1024 Ux,x'...x"pDp (Preuve
A1025 Ux(pDq)D.UxpDUxq
Preuve

(2) A1621D 7pDaD. UxpDg

: n anplications de Al1021+rinfqO)

As
) Ux(pDq)D.pDq Al021
L) Ux(pDq)D.UxpDq (2), (3)
(5} Ux(pDq)DUx(UxpDq) ~(4), A1002.
'D.UxpDUxq A1002

rinf q2 bis pDg ::: qu

(ol P est le résultat de préfixer p de n quantifi
cateurs unlversels, et § est le resultat de prefi

Dérivation :
o rinf g2

A1026 Ux(Lqu)D UxpCUxq
Preuve

xer q des mémes quantificateurs)
par induction mathemathue 4 partir de A1025 +

(2) Ux(LpZq)D.UxLpZUxq A1003, As
. D.LUxpZUxq A1022
A1026- (2), As
A1027 pDUxp (pourvu que x ne soit pas libre en Pp)
Preuve :
(2) Ux(pDp) As, rinf g2
A1027 (2}, hyp., 41002, As

41028 pIUxP
Preuve : A1027, A1021, As)

41029 Ux(pIq)D prIqu
Preuve : _

(2) pIqD.pDg

(3) i (pIq)DUx(pDg)

(Pourvu que x ne soit pas libre en p)

- As

(2), rinf q? bis

D.UxpbUxq 41025
(4) Ux(pIq)D.quDpr areillem.
A1043 3), (4), As

41030 Ux(LpZq. LqZp)D Uxp=Uxq
Preuve similaire (& partir de rinf q2 et A1026, au lieu de =
rinf g2 bis et Al025 + A1022

A1031 Ux(PZgq)D.pZUxq (si x n'est pas libre dans P)
Preuve : 41003, A1028, As .

41032 Ux(LpZq)D.pCUxq (si x n'est pas libre dans )

Preuve : A1031, As
A1033 Ux,x'. x?(pDq)D.pDUX,x"...x"q (si aucune des variables

_ X,X'...x" n'est libre en p)
Preuve :

(2) Ux x‘...xn(qu)Dka..xn(qu) A10R1, rinf qO
DUx"...xN(PDq) id
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une notation syntaxique comme "p/x/" peut donner pour résul-
tat un théoréme contenant, & la méme place, "p[i7" (& la con
dition que le remplacement de 'x' par 'y' se fasse dans tou--
tes les occurrences libres de 'x! dans le theoreme donné).

§5.- AXIOMES

‘Tous les axiomes de As sont des axiomes de A Ag. Comme
en outre toutes les régles d'inférence de As sont des régles
dtinférence de Aq, il en ressort que tous les théorémes de =
As sont des theo*emes de Ag.: Mais chaque substitution unlfqg
me dans un théordme d'une fbf a une variable sententielle =
est un théoréme; or dans Ag ce ne sont pas seulement les ré--
sultats de substltuer des phrases fermées & ces variables qui
constituent les ax1omes;(dans le cas des schémas) et les : =
théorémes, mais au881 les réc " =ats - de substituer des for-
mules ouvertes.

Outre les ax1omes de As, Ag possede eh propre les =
axiomes et schémas ax1omat13ues suivants (nous ne distinguerors
pas,.lorsque ce nlest.pgs- necessalre-pour la clarté, les =
axiomes des schémas axiomatiques -c-a-d tous ceux qu1 contien
nent des notations syntax1ques-, ni les theoremes des-schémas-

:theoremathues)’ - -

' A1000 UxpDp/x/y7/
A1001 Ux(p”q)D.Uxp"Uxq
A1002 Ux(pDq)D.pDUxq (pourvu que P ne contlenége ﬁ%u%%br%cgex
A1003 Ux(pZq)D.UxpZUxq ‘

A1004 Ex(qu)D.prDEan

41005 ExpDUxqDUx(pDqg)

A1006 UxLpDLUxp..UxBpDBUxBp. UmeDTUpr

A1007 PExpDExPp..XExpDExXp..P% xpﬁExPp..PExpDExPp PExpDExPp .

PExpDExPp PExpDExPp PprDExPp .PExpDExPp,.PExpDExPp

fExpDExfp

Chapitre 2.- PRINCIPAUX THFEOREMES DE Ag
A1021 UxpDp (Preuve : A1000, rinf ql)

A1022- LUxpIUxLp

Preuve : ) P : , C
(2) . UxLpDLUxp - A1006, As . . 2 L
(3) UxpDp 41021
(4) 3D. 7LprDLp Lo e As '
(5) Uxk (4), rinf q2
(6) 5D.7/LUxpDUxLp . A1002 5
A1022 - RS (2), (6), As

On aura bien comrpis (le procédé se repetera tout au =
long de cette Sectlon et de la Section III) que 'As' est une ré-
férence globale & des théorémes de As qui Justlflent un pas dé
ductif, sans spécifier 1esquels., O

A1023.. HprIUpr
Preuve : T 5 g
() Al021D. /HprDHp ‘ ) As“_'
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DUx™ (pDq) id
D.pDUxNq A1002, rinf qO
(3) Uxnt-1(2) o (2), rinf q2 |
(L) sinZDan‘ldeftZ - (3), A1002, rinf qO
-~ D.pDUxI~+xNq A1002, rinf qO '

(La preuve se poursuit par n-2 applications successives de =
A1002 et rinf qO0, rinf q2, similaires & (3) et (4) ).

A1034  Ux,x'v..XD(pZc)D.PZUx,x'...x"'q (Si P ne contient aticupe
- _ * occurrence libre dex,x'...xX)
Preuve similaire (par 41031, au lieu de A1002) ‘

A1035 Ux,x';..xn(Lqu)D.ﬁCUx,x’,.,xﬁé' (méme cond.quant & P et x)
Preuve similaire (par 41032 : ' v T

A1036 Ux,ypIUy,xp

Preuve c _
(2) Ux,ypDUyp A1021, As R
: Dp A1021, rinf qO

(3) Ux2 (2), rinf = q2
(4) 3D.7Ux,ypDUxp | A1002, As, rinf qO
(5) Uyk ~ (4), rinf g2
(6) 5D./Ux,ypDUy,xp A1002, rinf qO
(7) Uy,xpDUx,yp ; pareillem.

'A1036 ‘ ; (6), (7), As

A1037 UxpIUyp/xX/y/ (si y n'est pas libre dans p) -
Preuve :.
(2) UxpIUxp As '

A1037 (2), rinf qO

A1038 Ux,x'...x%(pIg)D.H'Ig"’ o :
(Pourvu que P! soit identique & §' hormis qu'il contien
ne une occurrence de.-p & un endroit ol §' contient une
occurrence de ¢, et pourvu, en outre, que.ces deux =
conditions-ci sont remplies : 1°) il n'y a aucune va--
riable individuelle en dehors de x,x'...xM, par rapport
& laguelle tes occurrences respectives de p et q dans="
P' et §', respectivement, soient liées; 2°) ces occur--
rences recspectives de p et q dans P' et §' ne sont af--
fectées que par des foncteurs définis & partir de rar,
tFr, fNT, t.r, 17t 1T! ou par des quantificateurs. ‘
Preuve: soient p'n, p'y...Pp'y (m €gal ou plus grand que 0),=
dans un ordre de longueur croissante, les sous-formules de pt
qui contiennent l'occurrence en question de p; ' soient §'Q...
g les occurrences respectives de 4'. Nous démontrons =
qug, si (2) est vrai, alors (3) est aussi vrai :

(R) Ux,x'.}.xﬁ(pIq)D.ﬁ’i_lIQ?i_l
(3) Ux,x'...xn(plq)D.prin'i J :
}l y a, en effet, deux possibilités . : Premier cas : pr. et =

g1, ne sont affectés dans p'. et §'. que par des f&ﬁ%teum
duledicul sententiel définis & Partir des foncteurs susmentim
nés; alors le passage de (2) a (3) se fait immédiatement  en
vertu de As. Deuxiéme cas : P!'. est le résultat de préfixer=
ﬁ'._l d'un quantificateur univebsel (qui est aussi celui qui

préfixant §'. ., transforme cette formule en §.). Si la va-=-

riable du =~ quantificateur n'est libre ni dans p ni dans=
q, alors (3) découle de (2) en vertu de As et A1028-+rinf qO;
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si, au contraire, la variable du quantificateur est libre dars
p ou dans q, elle devra figurer, p.hyp., parmi x,x'...x0; =
elle sera donc libre dans le membre de gauche: de (2). Des =
lors, (& supposer que ? soit le résultat de preflxer "pr. _1Iq'1 l"

du quantlflcateur universel en questlon) nous aurons
Ux,x'...x%(pIq)D.p! i—qu’i—i (2)
' - Dy rinf qZ%, AlOOZ
D.pt. Iq' A1029

Cec; prouve que, daﬁs n 1mporte quel cas, <2D3. Or, ﬁ'o=p &
q* Q. Donc :

(4) Ux,x',..xn(plq)D.ﬁfOId'O A1024

k ’ D'ﬁillq?l . -('2)4 (3) (1 l)
Par n-1 applications ultérieures de (4), on obtlent A1038 ==
(car p' =p' et §' omdr).

A1039 Ux,x'...xR(pIq)D.p'I4"
(pourvu que P! soit le résultat de substituer dans. q'
& m occurrences de- q,'m occurrences respectives de p,=

et qu'en outre e -comme pour Al038-)
Preuve : soit 41, différent de §', seulement par la
substitution de q g p dan% la premiére des m places en ques-

tion, et ainsi de suite (si bien que ' =4'). Alors §'. .est
le résultat de remplacer, dans g§! _1» utle seule occurtence=
de p par une occurrence de q :

(2) Ux,x'...x0(pIq)D.p*Ig?* A1038

(3) Ux,x'...xn(plq)D.d'quz A1038

(m+1) Ux,x'. (pIq)D g' 14" Al03€

(m+2) sinz2D. dext2 dext3 ™ (2), (3),.as.
D.B'I4!, As : |

(m+3) sin2D.dext(m+R).dextl (m+2), (L), As
D.ptIg!, o As 4 -

(m+m-1) sinD.p'Iq" (m+m-2), (m+1l), As

A1039/2 Ux(qu)D UxpCUxq (Preuve : 41026, A1039)

rinf q2 ter pCq ::: PCY e
(si p est le résultat de preflxer p de n quantl—
ficateurs unlversels, g est le résultat de préfi
L xer q des wémes quantificateurs) ;
Dérivation immédiate, par as, rinf g2 et A1039/2 (n applications)

rinf 93 PDq ::: pDUx...xMq (pourvu que X...x? ne soient pa:
] libres dans D) ’
Dérivation : par As, n applications de rinf g2 (+ rinf qO) +
- A1033 -

A1039/3 Ux(p=q)D.Uxp=Uxq (Preuve : A1030, A1039)

A1039/L Ux(pCq)D.pCUxq (si x n'est pas libre dans p)
Preuve : A1032, A1039, As e

A1039/5 Ux...x™(pCq)D.pCUx...x"q (si x...x" n'ont pas d'occur
Preuve: A1035, A1039, As rences libres en )
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rinf q3 bis pCq ::: pCUx ..x"q  (si x...x" ne sont pas llég en
Dérivation : n applications de rinf q2 + A1039/5 As -

A10LO- UX...xD0 C.p'=4"

h (Pourvu égeq%' 201% le résultat de substituer dans §! 3
une occurrence de q une occurrence de p et qu'en outre=
les deux . - conditions que voici sont remplies:
1°) i1 n'y a aucune variable individuelle, en dehors de
XeooXO par rapport a4 laquelle ces occurrences de p et q
soient liées dans P' et dans §'; 2°) ces occurrences =
respectives de p et de q ne sont affectées dans p' et
dans §' par d'autres foncteurs de As que par ceux qui=
sont définissables exclusivement 4 partir de : %, ., F,
c, +, &, K)

La preuve est similaire & celle de Al038, par 1nduct10n ma-
thématique, As, A1039/5, 41039/3, rinf g0, rinf q2

Al041 Ux...xR(p=q)C.p'=4" '
(pourvu que ... -comme pour AlO4LO, hormis qu'101 il =
peut .y avoir un nombre n quelconque de remplacements de
p par q dans 4! & partir de p'-)

Preuve similaire & celle de Al039, & partir de A1040

A1042 pIqD.p'I4§' (pourvu que ... -comme pour Al039; x...x'=
étant en l'occurrence = 0, ceci veut dire -
que les occurrences de p dans p' et de q
dans §'! sont libres)

Preuve : A1039, prenant n=0

o

A1043 p=qC.p'=4' (pourvu que ... -comme pour AlO4L1l, n=0 et =
par suite p et q étant, respectlvement li-

: bres dans p' et dans 4') )

Preuve : AlO4L1l, prenant n=0 .

rinf q4 pIq ::: P'IY!? (pourvu que P' soit. le résultat de=
substituer dans ' & m places (m égal ou plus. rand
que 0) des occurrences de p a-des occurrences de q%

Dérivation : 41039, As, rinf q2

REMARQUE : dans cette régle d'lnference , et d'autres simild
res, aussi bien de As que de Ag (et méme de la théorie des en=-
sembles Am que nous exposerons dans la Section III de ce Livre),
une restrlctlon 1mp11c1te doit &tre sous-entendue pour un rem
placement universel d'équivalents : ce . remplacement est
autorisé seulement pour . " les fbf du systéme qui
sont engendrees par une régle de formation explicitement énon
cée du systéme. Or, comme on 1l'a vu ci-dessus, les systdmes=
que nous proposons ne sont pas syntax1quement fermés; en sus-
donc des régles de formation explicitées, il se peut’ qu'll y =
ait d'autres procedes qui permettent d'engendrer des fbf; i..
il peut y avoir d'autres.signes primitifs; a4 ces autres sigmm
14 les régles de remplagablllte ne sont pas applicables. Ced
dit, nous nous considérerons déliés de l'obligation de le ré-
péter, dorénavant.

rinf 95 p=q ::: p'={"
(Pourvu que p' soit le résultat de substituer dans
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